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Die elementar-geometrische Kcgelschnlttslelire, diu icli hier 
dem grösseren deutschlesenden Publicum übergebe, nachdem ich 
sie schon im Jahre 1878 in der dänischen „Tidsskrift for Mathe- 
matik" dargestellt hatte, ist aus einer mehrmals an der Kopen- 
hagener Universität gehaltenen Vorlesimg hervorgegangen. Ich hielt 
sie zum ersten Male im Jahre 1868, unmittelbar, nachdem ich 
durch die von Geiser puhlicirtcn Vorlesiuigeu Jacob Steiners 
erfahren hatte, dass und wie dieser grosse Geometer dieselbe Auf- 
gabe behandelte. Obwohl ich mich schon früher ziemlich viel mit 
elementar - geometrischen Beweisführungen beschäftigt hatte, indem 
ich schon in meinen Studienjahren durch die Bildung solcher 
aus der analytischen und projecti vischen Geometrie bekannten Kegel- 
schnittssatzc mir eine sehr nützliche Uebung zu verschaffen pflegte'), 
so musste doch die Steiner'sche Vorlesung einen nicht geringen 
Einfluss auf die meinige haben. Oft habe ich seine Beweise 
wieder erfunden, wo ich glaubte selbständig zu arbeiten; und 
■wo es, in meinen Bestrebungen noch elementarer zu sein, mir ge- 
lungen ist Pläne durchzuführen, die von den seinigen verschieden 
sindj mag oft eine Anregung von Steiner mir dazu geholfen haben 
die dabei verbundenen Schwierigkeiten zu überwinden. Ausdrück- 
Uch citire ich jedoch nur Steiner und andere Verfasser nur da, 
wo ich bewusst und unmittelbar ihre Beweisführung benutze; die 
meisten behandelten Sätze sind ja schon längst Gemeingut. 

Mein Büchlein ist namentlich für die Studir enden be- 
stimmt. Eben weil die Kegelschnittslehre das wichtigste Material 

I) Nnr die auf die BreimpuDktaeig'enacliaften gestützte Beweie- 
führung der ersten, und am näcliBten liegenden Hauptsätze kam scton 
damala Bur Publication (Tidsskrift for Mathematik 1863). 
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ist zur Einübung der analytischen und der projectivischen Geometrie, 
welche wiederum die umfassendsten allgemeinen Gesichtspunkte 
für diese Lehre geben, ist es nützlich sich dieselbe Fundaments- 
lehre auch von einer andern Seite anzueignen, wo der Zu- 
sammenhang der einfachsten Sätze sich einfacher gestaltet, 
als wenn diese von den genannten höheren Standpunkten, in Verbin- 
dung mit schwierigeren Sätzen, betrachtet werden. Die Mühe 
solche Zusammenhänge zu betrachten wird sich nachher in fast 
jeder geometrischen Unter suchimg lohnea 

Es ist aber noch nützlicher die elementaren Beweise so weit 
möglich zu ünden als sie zu beweisen. Ausser den beigefügten 
Uebungsaufgabcn soll die knappe Form der Darstellung mehrerer 
Beweise den Lesern, die es wünschen, Gelegenheit zu einer solchen 
nützlichen Uebung geben. In kurzen Anweisungen und in Hin- 
weisen auf frühere Sätze wird nämlich alles gegeben, was zur 
Tollständigen Beweisführung nötbig ist, und der Leser kann dann 
nach eigenem Bedarfe mehr oder weniger daraus benutzen. 
Grundlegende Beweise und solche, wo man sich irren könnte, sind 
vollständig ausgeführt. 

Nachdem ich die vorliegende deutsche Bearbeitung begonnen 
hatte, erfuhr ich, dass die elementar-geometrische Kegelschnitts- 
lühre in manche deutsche Gymnasien eingeführt ist, wozu 
schon mehrere geeignete Lehrbücher entstanden sind. Ich konnte 
aber nicht ohne Einschränkungen mein Büchlein direct für den- 
selben Unterricht abmessen, bin auch dazu mit den Voraussetzungen 
auf den deutschen Gymnasien zu wenig bekannt. .Tedoch halt« ich 
es für möglich, dass Gymnasiallehrer selbst aus meinem Schriftchen 
eine passende Auswahl für ihren Unterricht treffen können. Nur 
wird es zu beobachten sein, dass die Abschnitte II und HI, 
welche die Grundlage der folgenden Untersuchungen enthalten, 
vollständig durchzunehmen sind. Für die folgenden Abschnitte wird 
die Auswahl — über welche man ja, wenn nötbig, mit mir con- 
feriren kann — bedeutend freier. 

Ich habe nur noch zu bemerken, dass die vorliegende deutsche 
Bearbeitung zwar von mir selbst verfasst jedoch einer nothwendigen 
Sprachrevision durch einen deutschen Schulmann unterworfen 
worden ist. Diese Revision hat sich nicht nur auf eigentliche 
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sprachliche Unreinheiten crstrecictj sondern hat mir auch mehrmals 
Gelegenheit gegehen, Stellen, welche entweder der Klarheit der Dar- 
stellung oder den Gesetzen deutscher Stilistik nicht entsprachen, 
zu verbessern. Dafür hringe ich jenem Herrn hier meinen besten 
Dank, um so mehr, als die Aufgabe, die Sprache eines andern zu 
verheasern gar keine dankbare ist, 
Kopenhagen, Juni 1882. 

H. &. Zeutlieu. 
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I. Vorl)eTeitende Sätze und Constmetionen.^) 

1. Wenn wir mit mehreren Strecken auf derselben oder auf 
parallelen Geraden zu thun haben, so legen wir jeder Strecke AB ein 
Vorzeichen bei, nach dem Sinne vom Anfangspunkte Ä bis zum 
Endpunkte B. Dann ist für alle Lagen der Punkte A, B, C auf 
einer Geraden 

AB ^~ BA 
und AB-\- DO=AC 

oder AB-\- Ba-\- CA^O. 

Wir berücksichtigen auch bei der Angabe von der Gleichheit 
zweier Winkel den Umlaufssinn, indem wir die Namen der Winkel 
schreiten -^ ABC = -^ BEF, wodurch ausgedrückt wird, dass der 
eine von diesen Winkeln, ohne die Ebene zu verlassen, mit dem andern 
so zur Deckung gebracht werden kann, dass die Gei'ade BA mit 
EB, BC mit EF zusammenMlL 

Durch die Prujection emes Punktes A anf eine Gerade BC 
werden wir den Fusspunkt der Senkrechten von A auf BC 
bezeichnen. 

Der Ort der Punkte, die eine gegebene Eigenschaft haben, 
ist die gerade oder krumme Linie, die alle solche Punkte enthält. 
Der Ort oder die Enveloppe der Geraden, die eine gegebene 
Eigenschaft haben, ist entweder ein Punkt, durch welchen alle solche 
Geraden gehen, oder eine Curve, welche sie berühren. So ist zum 
Beispiel sowohl der Ort der Punkte, als auch der Ort der Geraden, 
die einen gegebenen Abstand von einem gegebenen Punkte haben, 
der Kreis mit seinem Centrum im gegebenen Punkte und mit dem 
Halbmesser gleich dem gegebenen Abstände. 

1) Diejenigen von diesen Sätzen und ConEtructionen, dio auf die 
nachfolgende Kegelschnittslelire nmnittelbate Anwendung finden worden, 
sind durch gesperrten Druck hervorgehoben. Die übrigen sind wegen 
des Zusammenhanges oder wegen ihrer Nutzbarkeit zur Vereinfachung 
späterer Constructionen mit aufgenommen. 
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2. Die Potenz einpa Piiuklps P in Bfziehiinff auf einen Kreis 
ist das Product PM . PN der Strecken einer fieiaden durch /*, die 
durch P und die Schnittpunkte M und jV der Geraden mit dem 
Kreise begrenzt werden. Dieses Product hat bekanntlich denselben 
Werth für alle Geraden durch P. Weun A das Centrum des Kreises 
ist, a sein Halbmesser, so werden wir den Kreis durch {A, «) be- 
zeichnen, und die Potenz eines Punktes P in Beziehung auf ihn 
durch Pi^Äjä). Wenn wir dann PA = h haben, so ist 

/>(^, a) = A8 — «2^0, 

je nachdem P sich ausserhalb, auf oder innerhalb der Kreisperipherie 
belindet. Specialfall: « ^^ 0. 

3. Der Ort der Punkte, welche dieselbe Potenz in Beziehung auf 
zwei Kreise haben, ist eine auf die Centrallinie (Centrale) senkrechte 
Gerade. Man ßndet nämlich, dass die Projection eines solchen Punktes 
auf die Centrale völlig bestimmt ist. Man nennt die gefundene Gerade 
die Potenzlinie (oder die Chordalachse) der Kreise. Sie gebt durch 
ihre Schnittpunkte, wenn sie sich schneiden; berührt sie in ihrem 
Berührungspunkte, wenn sie sich terühren; und ist ausserhalb 
beider, wenn sie ausserhalb einander liegen. Specialfälle: Der eine 
oder beide Kreise haben den Halbmesser Null. 

4. Die Potenzlmien von je zwei und zwei von drei Kreisen 
gehen durch einen Punkt, den Potenzpunkt der Kreise, der die- 
selbe Potenz in Beziehung auf alle drei Kreise hat. Mittelst dieses 
Satzes kann man zur Gonstniction der Potenzlinie zweier sich nicht 
schneidenden Kreise solche Kreise benutzen, die die beiden ge- 
gebenen schneiden. 

5. Wenn die Kreise {A, ä) und {B, h) dieselbe Potenzlinie 
haben wie [B, b) und (C, c), so ist diese auch die Potenzlinie von 
(^A, a) und (C, c). Die Reihe von Kreisen, die je zwei und 
zwei dieselbe Potenzlinie haben, wird ein Büschel von Kreisen 
genannt. Die Centra dieser Kreise liegen auf einer Geraden. Kreise, 
die durch zwei feste Punkte gehen, oder in einem festen Punkte 
sich berühren, bilden einen Büschel; es giebt aber auch Büschel 
von Kreisen, die keinen gemeinschaftlichen Punkt haben. Ein Büschel 
ist durch zwei seiner Kreise, oder durch einen Kreis und die 
Polen zliiiie bestimmt. 

Aufgaben: In einem (auf diese Weise bestimmten) Büschel 
einen Kreis zu construiren, der entweder l) durch einen 
festen Punkt geht (eine Auflösung), oder 2) eine feste Gerade 
berührt (höchstens zwei Auflösungen), oder 3) das Centrum 



y Google 



in einem gegebenen Piiukte der gemeinschaftlichen Centrale hat. 
Die letzte Aufgabe hat immer eine Auflösung, wenn die Kreise des 
Büschels sich schneiden oder berühren. Sonst hat sie eine oder 
keine Aufldsung, je nachdem das gegebene Cenirum ausserhalb 
oder innerhalb einer gewissen Strecke EF von der Centrale liegt. 
Zwei Kreise des Büschels reduciren sich auf die Endpunkte E 
und F dieser Strecke. 

6. Aufgabe: In einem gegebenen Büschel einen Kreis zu con- 
stroirtm, der einen gegebenen Kreis {A, a) berührt. 

Auflösung, Man constriiire einen Kreis im Büschel, der (A, ä) 
schneidet (ö). Seine Potenzlinie mit (A, a) wird die Potenzlinie 
des Büschels schneiden in einem Punkte P der Potenzlinie vom 
gesuchten Ki-eise und (A, a) (4). Weil diese Potenzlinie (^A, a) 
berühren soll (3), so wird sie dann bestimmt sein (2, 1 oder Auf- 
lösungen), und der Berührungspunkt wird auch Berührungspunkt sein 
von (A, a) und dem gesuchten Kreise. — Wenn die Kreise des 
gegebenen Bücheis sich nicht schneiden, wird P jedenfalls ausser 
(a, d) liegen, und man bekommt also zwei Auflösungen. Wenn 
sie sich schneiden, ist die Aufgabe Identisch mit derjenigen: Durch 
zwei gegebene Punkte einen Kreis zu legen, der einen 
gegeheneu Kreis {A, d) berührt. Diese Aufgabe hat zwei 
Auflösungen, wenn die Punkte beide ausserhalb, oder 
beide innerhalb des Kreises {A, d) liegen; die zwei Auf- 
lösungcnwerdenin eine zusammenfallen, wenn der eine der 
gegebenen Punkte auf der Kreisperipherie von (A,d) liegt; 
wenn die Kreisperipherie die gegebenen Punkte trennt, 
bekommt man keine Auflösung. Wenn die beiden ge- 
gebenen Punkte auf einer Tangente von (A, a) liegen, wird 
der eine gesuchte Kreis sich auf diese Tangeute, die als 
ein Kreis mit unendlich entferntem Centrum und also mit unend- 
lichem Halbmesser betrachtet werden kann, reduciren. 

7. Aufgabe: Durch einen gegebenen Punkt B einen 
Kreis zu legen, der einen gegebenen Kreis (^, a) berührt, 
und dessen Centrum auf einer gegebenen Geraden l liegt. 
— Die Aufgabe reducirt sich auf 6. dadurch, dass der 
Kreis auch durch den in Beziehung auf l mit B sym- 
metrischen Punkt C gehen muss; sie hat also auch 
höchstens zwei Auflösungen. Dasselbe wird der Fall sein, 
wenn man den Kreis (A, d) mit einer Geraden, welche der 
gesuchte Kreis berühren soll, vertauscht, 

8. Das Verhältniss der Potenz eines willkürlichen Punktes P 
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eines Kreises (4,a) in Biiziehimg auf einen duderri Kreis (Ä, J) 
zum ALstande SP des Piinliles P von der Potenzlinie der Kreise 
ist dem doppelten Centralab stände BA gleich. — Um dieses zu 
beweiseD, zieht man durch P eine Gerade, die den Kreis (ß, &) in 
und 0' schneidi'l; ihren andern Schnittpunkt mit (A,a) nennen 
wir P' und ihren Schnittpunkt mit der Potenzlinie .fi; dann ist 
BP. EP' = RO . RO' und folglich (siehe 1.) 
P(B,b)-^P(j.P<j'=^{7t<J — 7tP){Il'j' — RP) 
== RQ. RQ' — ißO + RQ') RP + RP^ 
^ RP{RP + RP' — RQ-- R 0'). 

Weil BP = -^^,RP-\'RP'^R0—'RQ'=2BAcosv, 
wo V der von den Geraden PR und RA gehUdete Winkel ist, wird 
also P(B,b) = 2SP.BA. 

Wenn die Kreise sich schneiden, kann man den Satz ohne 
Rechnung erhalten, indem man die Hülfsgerade durch einen Schnitt- 
punkt legt. 

9. Wenn P ein willkürlicher Punkt eines Kreises (A, a) in 
einem Büschel ist, (5, b) und (C, c) zwei andere Kreise desselben 
Büschels, so hat man P (B,V) ^BA 

P (0, c) ~ ~CÄ' 
Dieser. Satz folgt aus 8., kann aber auch im Falle, w;o die 
Kreise des Büschels sich schneiden, mittelst einer Geraden von P 
an einen Schnittpunkt direct erhalten werden. 

10. Der Ort der Punkte, deren Potenzen in Beziehung auf 
zwei gegebene Ki'eise ein gegebenes Verhältniss haben, ist — wenn 
es überhaupt solche Punkte giebt — ein dritter Kreis des durch 
die gegebenen Kreise bestimmten Büschels. — Indem wir annehmen, 
dass auch das Vorzeichen des Verhältnisses gegeben ist, bestimmt 
man das Centrum des gesuchtea Kreises durch 9., und danu ihn 
selbst — wenn es möglich ist (5) — . Er ist der einzige Ort, weil 
alle anderen Punkte der Ebene auf anderen Kreisen des Büschels 
liegen und also anderen Werthen des Verhältnisses entsprechen. — 

Specialfälle: Ein gegebener Kreis oder die beiden gegebenen 
Kreise reduciren sich auf Punkte. Im letzten Falle sieht man, dass 
der Ort der Punkte, deren Abstände von zwei gegebenen Punkten 
ein gegebenes Verhältniss haben, ein Kreis ist. 

11. Aufgabe: Auf einer Geraden mit vier gegebenen Punkten 
A, R, G, D einen Punkt P so zu bestimmen, dass das Verhältniss 
PO FB *^''"^'' gegebenen Werth bekommt. — Diese Aufgabe wird 
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miUelst 10 gelöst, indem man einander schtieideiide Kroisc durch 
AB und CD legt. 

Uebungsanfgabeu. 

1) In einem gegebenen Büschel einen Kreis zu finden, der 
auf einer gegebenen Geraden eine Sehne von gegebener Länge hat 

2) Einen Kreis zu constmiren, der zwei gegehene Geraden 
und einen gegebenen Kreis berührt. 

3) Einen Kreis zu construiren, dessen Centrum auf einer 
gegebenen Geraden liegt, und der zwei gegebene Kreise berührt. 

4} Durch zwei gegebene Punkte einen Kreis zh legen, der 
mit einem gegebenen Kreise eine gemeinschaftliche Sehne von ge- 
gebenei- Länge hat. 

5) Auf einer Geraden mit zwei gegebenen Punkten A und B 
einen Punkt P so zu bestimmen, dass das geometrische Mittel 
von PA und PB in gegebenem Verhältnisse zum Abstände des 
Punktes P von einem gegebenen Punkte C der Ebene steht. 



13. Die Äehnlichkeitspunkte zweier Kreise {A, ä) und 

{B, b) sind die Punkte U und F der Centrale, die so bestimmt 

werden, dass 

_ :^ — 4Z — ^ 
B£ ^ ~B~F ~ b' 

Indem wir immer die Halbmesser als positiv rechnen, ist E 
hier auf ^iJ gelegen und wird der innere Äehnlichkeitspunkt ge- 
nannt, F auf der Verlängerung' von AB und ivird der äussere 
Äehnlichkeitspunkt genannt. Man kann diese Punkte als die Schnitt- 
punkte der Centrale mit der Verbindungslinie der Endpunkte 
paralleler Diu-chmesser construiren. Solche Endpunkte paralleler 
Durchmesser werden entsprechend genannt in Beziehung auf 
den Äehnlichkeitspunkt, den sie bestimmen. Tangenten des einen 
Kreises, die durch den einen Äehnlichkeitspunkt gehen, werden 
auch den andern berühren. — Specialfälle: i) Die Kreise berühren 
sieb; 2) der eine Kreis hat den Halbmesser Null. (Der Fall, wo 
eine Gerade den einen Kreis ersetzt, wird in 20. behandelt.) 

13. Zwei mit einander parallele Gerade AA^ und BB^ durch 
die Centi'a -zweier Kreise (A, d) und {B, b) werden eine will- 
kürUche Gerade durch einen Äehnlichkeitspunkt F in den Punkten 
A^ und B^ schneiden, die durch 

AA, . a 
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bestimmt werden, indem man + oder — liest, je nachdem F der 
äussere oder innere Aehnlichkeitspunkt ist (l). 

Wenn umgekehrt A^ und B^ auf zwei parallelen Durchmessern 
durch die genannte Proportion bestimmt werden, geht A^B^^ diircli 
den äusseren, resp. inneren Aehnlichkeitspunkt. 

li. Die Verbindungslinie lünes Aehnlichkeitspunktes 
der Kreise (^, a) und (B, &) mit einem Aehnlichkeits- 
punkte der Kreise {B, b) und (C, c) geht durch einen 
Aehnlichkeitspunkt der Kreise (^A, d) und (C, c). 2 oder 
dieser Achnlichkeitspunkte sind innere. Dieser Satz folgt 
unmittelhar aus 13. 

15. Wenn ein Kreis zwei gegebene berührt, geht die Ver- 
bindungslinie der Beruhrungspnnkte durch einen der Achnlichkeits- 
punkte der gegebenen Kreise, den äusseren oder den inneren, je 
nachdem die Berührungen gleichartig oder verschiedenartig sind, — 
Dieser Satz ist ein Specialfall von 14. 

16. Jedem Aehnlichkeitspunkte F zweier Kreise (A, a) und 
{B, b) entspricht eine Reibe von Kreisen, welche die beiden ge- 
gebenen in je zvvei Paaren von nicht entsprechenden Schnitt- 
punkten mit Geraden durch F berühren. — Dieser umgekehrte 
Satz folgt auch ans 14. 

17. Ein Äebnlichkeitspunkt F zweier Kreise (A, ä) und {B, b) 
bat dieselbe Potenz in Beziehung auf alle Berührungskreise der 
dem Aehnlichkeitspunkte entsprechenden Reihe (16). — Man findet 
nämlich diese Potenz durch Multiplication der Potenz F {A, d) 

mit -| — oder , je nachdem F der äiissere oder innere Aehn- 

keitspunkt ist. 

18. Aufgabe: Durch einen gegebenen Punkt P einen 
Kreis zw legen, der zwei gegebene Kreise (^A, «) und (B, b) 
berührt. Auflöaung: Wenn der gesuchte Kreis der dem Aehn- 
lichkeitspunkte F entsprechenden Reihe gehören soll, bestimmt man 
mittelst (17) ihren zweiten Schnittpunkt Q mit der Geraden FP. 
Die Aufgabe ist so anf 6. zurückgeführt. Jedem Aehnlichkeits- 
punkte werden 2, 1 oder Auflösungen entsprechen. Im Ganzen 
giebt es also bis 4 Auflösungen. 

19. Aufgabe: Einen Kreis zu construiren, der drei gegebene 
{A, a), (5, b), ((7, c) berührt. Auflösung: Der gesuchte Kreis 
wird (indem c der kleinste Halbmesser ist) mit einem durch C 
gehenden und sowohl einen der Kreise {A, a + c) als einen der 
Kreise (B, ö + c) berührenden Kreise concentrisch sein, indem 



y Google 



diese Berührungen gleichartig oder versctiietlon artig sind, je nach- 
dem man in den zwei Radien « + c und ö + c dasselbe oder 
verschiedene Vorzeichen hat. Bis 2.4 = 8 Auflösungen. 

20. Die Sätze 14 — 17 sind auch auf den Fall anwendbar, 
wo eine Gerade l den einen Kreis ersetzt, wenn man gleichzeitig 
die Aehnlichkeitspunkte dieses und eines andern Kreises {B, b) 
durch die Endpunkte des auf / senkrechten Durchmessers in (5, b) 
ersetzt. Sie sind leicht für diesen Fall in unveränderter Ordnung 
zu beweisen. 

21. AufgabeiDurch einen gegebenenPunkt einenKreis 
zu legen, der eine gegebene Gerade und einen gegebenen 
Kreis berührt. — Wird wie 18. gelöst und hat bis 4 Auflösungen. 

32. Aufgabe: Einen Kreis zu construirenj der eine gegebene 
Gerade und /ni-i gcfrebene Kieise beiühit (Wie 19.) 



Wenn man, oiine die AufU'suogpn der m 5., 6., 18., 19., 21. 
und 23 behandelten Aufgaben zu kennen, e^ versuchen sollte sie 
zu fmden, \\urde man wohl erst mcb den f,eome Irischen Oertern 
der Centia von Kreisen, the znei dei gegebenen Bedingungen erfüllen, 
fragen. Man wird aber dann hnden, dass mehrere von diesen 
Oertein nitht Gerade odei Kreise sind, und also nicht un- 
mittelbar Lösungen mittelst Lineal und Zirkel geben. Weil wir 
nön aber gezeigt haben, dass eine solche Lösung möglich isl, 
haben wir dadurch umgekehrt die Mittel gefunden, die Schnitt- 
punkte dieser neuen Oerter mit Geraden und ■ — wenigstens 
für gewisse Lagen — unter sich durch Lineal und Zirkel zu 
bestimmen. Weiter wird die Discussion der gefundenen Auf- 
lösungen derselben Constructionsaufgaben einige der Haupteigen- 
schaften derselben Curven geben. 

Die Curven, auf deren Studium wir auf diesem Wege ge- 
führt sind, und die wir wegen ihrer später zu besprechenden 
stereometrischen Bedeutung schon gleich mit dem gewöhnlichen 
Gesammtnamen Kegelschnitte bezeichnen wollen, sind die Oerter der 
Centra von Kreisen, die durch einen gegebenen Punkt gehen und 
einen gegebenen Kreis berühren, während der Ort der Centra von 
Kreisen, die zwei gegebene Kreise berühren, aus zwei solchen 
Curven zusammengesetzt ist. 
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IL Delinitioiien und Fimdamentaleigenschafteii. 

23. Der Ort der Centra von Jireisen, die durch einen 
gegebenen Punkt gehen und einen gegebenen Kreis berühren, 
wird ein Kegelschnitt genannt. Wenn der Punkt innerMlb des 
Kreises liegt, wird er Ellipse genannt, ivenn ausserhalb, wird er 
Hyperbel genannt, und wenn der gegebene Kreis eine Gerade ist, 
(die wir als Kreis mit unendlich entferntem Centrum betrachten 
können), wird er eine Parabel genannt. Wenn der gegebene 
Punkt auf der Peripherie des gegebenen Kreises liegt, so ist der Ort 
eine Gerade. 

34. Die Schnittpunkte eines Kegelschnittes mit eioec Geraden 
werden mittelst 7. constniirt. Weil diese Aufgabe höchstens 2 Auf- 
lösungen hat, schneidet eine Gerade einen Kegelschnitt 
höchstens in zwei Punkten. 

1) Die Ellipse. 

36. Indem wir den gegebenen Punkt F, das Centrum des 
gegebenen Kreises f,, seinen Halbmesser 2« und einen willkiirlicben 
Punkt der Ellipse X nennen, ist, (23) 

FX-\- F^X=-2a. 

Die Ellipse ist also der Ort der Punkte, deren Abstände von 
zwei festen Punkten eine constante Summe bilden. Die festen 
Punkte werden Brennpunkte genannt, die Abständt Bienn 
strahlen. Der gefundene Satz zeigt, dass die zwei Brennpunkte 
unter sich vertauscht werden können, dass also ein Punkt X dei 
Ellipse das Centrum ist von zw^i Kreisen, die je duicb einen 
Brennpunkt • gehen und den Kreis (Leitkreis) mit Gentium rni 
andern Brennpunkte und mit dem Ilaihmesser 2 a berühren 

26. Setzen wir FX = f. F, X = /;, F^F -=-'2r und - = «, 
so ist 2« = /■ + /; < 2c, 

also I < 1. Das Verhältniss s wird die Excentricitdt genannt 

27. Man kann beliebig viele Punkte der Ellipse bestimmen 
als Schnittpunkte, resp, Berührungspunkte von je zwei kreisen 
{F,f) und (F^jfi), indem nur/'+ f^ = 2a ist. Die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, dass die Kreise gemeinscbafthche 
Punkte haben sollen, ist 
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für /; > / resp. /■,</" 

also fi<a + o, f>a— c fi>a — c,f^a-\- c. 

28. Die Kreise (F, f) und {^b\, f,) herüiireii sich in einem 
Punkte der Geraden F^F, wenn 

f^^= a + e, f^'a — c oder f^ = a — c, f = a -\- c. 
Die Berührungspunkte werden die Schnittpunkte der Ellipse 
mit der Geraden F^F sein. Diese Punkte, die denselben Mittel- 
punkt wie f, F haben und im Abstände a von diesem Punkte, 
also auf den Verlängerungen der Strecke F^F liegen, werden 
Scheitel genannt. Indem wir sie mit A^, A bezeichnen, und die 
Gerade durch A^, F^, F, A die Brennpunktsachse (Hauptachse 
auch groTsc A.) nennen, wird die Strecke A^A = 2a die Länge 
der Brennpunktsachse. 

29. Die Senkrechte auf J^A in ihrem Mittelpunkte wird 
die zweite Achse (Nebenachse auch kleine A.) der Ellipse genannt. 
Die Brennstrahlen ihrer Schnittpunkte 5, und Brait der Ellipse haben 
alle vier denselben Werth a, und wenn man OB=b setzt, wird 

B^O ^ OB'=b = Ya^ — c^ = a yT^^^. 
Die Strecke B^B=^2Ö tat die Länge der zweiten Achse. 
Auch ihre Endpunkte B, und B werden Scheitel genannt. 

30. Die Construction 27. der Curvenpunkte zeigt, dass alle 
Sehnen, die auf eine Achse senkrecht sind, von derselben halbirt 
werden. Hieraus folgt dann weiter, dass jede durch den Schnitt- 

~\^ punkt der Achsen 

gehende Sehne von 
diesem Punkte halbirt 
;, wird. wird das 
\g Centrum der Curve 
genannt, eine durch 
gehende Sehne ein 
Durchmesser. 

31. Weil die Brenn- 
strahlen immer nur end- 
liche Werthehahen (27), 
kanndieEllipse nicht un- 
endliche Zweige haben. 
Weil sie keine Gerade 
in mehr alszweiPnnkten 
sehneidet (24), wird sie 
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dann eine geschlossene Cnrve sein, die überall die ConvexitSt nach 
aussen wendet. Siehe Fig. 1, welche auch die schon gegebenen 
und im Folgenden gebrauchten Bezeichnungen enthält, 

32. Ein Punkt der Ebene liegt ausserhalb, auf oder inner- 
halb der Ellipse, je nachdem die Summe ihrer Abstände von den 
Brennpunkten -^2« ist. 

33. Die Länge der auf dieBrennpnnklsachse senkrechten Sehne 
in einem Brennpunkte wird der Parameter der Ellipse genannt. 
Wenn wir diesen durch p bezeichnen, hat man 

(!)'+*■'-■ = (=<«-?>". 

und also 2' __ ^ /, .e\ __ ^_^ 

■2 " V-^ £ j — -^^ . 

34. Wenn S der zum Brennpunkte F in Beziehung auf eine 

Gerade l symmetiische Punkt ist, so wird diese Gerade die Ellipse 
schneiden, herühren oder ganz ausser ihr liegen, je nachdem 
J", 5 = 2 a. — Wenn nämlich die Gerade / durch Punkte der Ellipse 
geht, so werden diese Punkte Ccnlra von Kreisen sein, die durch 
F und S gehen und den Kreis {F^, 2«) berühren (siehe 6. und 7.), 
und wenn die so bestimmten Kreise zusammenfallen, wird die 
Gerade / eine Tangente der Ellipse sein. — Die nachfolgenden 
Sätze sind unmittelbare Folgen der Eigenschaften zweier sich be- 
rührender Kreise. 

35. Der Berührungspunkt einer Tangente, der eine Brenn- 
liunkt und der symmetrische Punkt des zweiten in Beziehung auf 
die Tangente liegen auf einer Geraden. (Gilt auch von der Hy- 
perbel; siehe im Folgenden 49.) 

36. Eine Tangente halbirt die Nachbarwinkel des von den 
beiden Brennstrahlen an den Berührungspunkt gebildeten Winkels. 

37. Der Ort der symmetrischen Punkte eines Brennpunktes 
in Beziehung auf die Tangenten ist der Kreis mit Centrum im 
andern Brennpunkte und dem Halbmesser 2 a. — Ist in 34. ent- 
halten. [Gilt auch von der Hyperbel, 49.] 

38. Der Ort der Projectionen eines Brennpunktes auf die 
Tangenten ist der Kreis über der Brenopunklsachse als Durchmesser. 
Folgt aus 37. [Gilt auch von der Hyperbel, 49.] 

39. Grenzformen der Ellipse. 1) e == 0, « endlich, giebt 
c = 0, f^=f=a = b =|-. Die Ellipse wird ein Kreis. 

2) s = 1, « endlich, gieht c = a, b =p = 0. Die Ellipse wird 
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eine von den Sclieiteln J^ und A, mit welchen die Brennpunkte 
zusammenfallen, begrenzte Doppelgerade. 

3) Wenn der Brennpunkt Fi sich ins Unendliche entfernt, 
während ein Punkt des Leitkreises (Fi, 2 a) und der andere Brenn- 
punkt F fest bleiben, wird der genannte Leilkreis eine Gerade und 
die Curve also eine Parabel (23). Wenn man also diese als 
Grenzform einer Ellipse betrachtet, ist der Halbmesser des Leit- 
kreises 2« unendlich und die Excentricität e ist 1 geworden. Das 
letzte kann man z. B. daran sehen, dass der kleinste Werth 
d (1 — e) des Brennstrahles f (siehe 27.) endlich sein muss. In- 
dem wir diesen kleinsten Würth ff nennen, leiten wir ferner aus 
26., 29. und 33. ab, dass c = oo, ö ^Yffa (l -\~ t)'='<x>, - = 0, 
^ = a (1 — t) (1 -j- f) =. 2//. Das Centrum und der Scheitel A^ 
haben sich mit dem Brennpunkte F^ ins Unendliche entfernt. 

4) Man kann noch e = 1 haben, während Ö endlich bleibt 
und die zweite Achse 5,^ fest liegt. Man bat dann a = oo, 
c = oo, und unsere Construction von Curvenpunkten wird unbrauch- 
bar. Wegen 36. sind aber dann alle Tangenten auf B^B senkrechl, 
und die Ellipse muss aus zwei Geraden bestehen, die in B^ und B 
senkrecht auf B^B sind. 

5) « = giebt ö = c = p = /■ = /i = 0. Die Ellipse 
reducirt sich dann für alle Werthe von $ auf einen Punkt. 

2) Die Hyperbel. 

40. Man folgert aus der Definition 23., dass die Hyperbel 
der Ort der Punkte ist, deren Abstände von zwei festen Punkten 
eine numerisch constante Btjferenz bilden. Wir bezeichnen diese 
durch 2«, die festen Punkte, die man die Brennpunkte nennt, 
durch F und F^, die Abstände eines Curvenpunktes X von diesen 
Punkten (seine Brennstrahien) durch / und /j. Man hat also 

Diese Relation zeigt, ddss die ßi ennstrablen unter sich ver- 
tauscht werden ktmneu; jedei Hypeibelpunkt ist alio das Centrum 
von zwei Kreisen, die je durch den einen Biennpunht gehen und 
den Kreis (Leitlireis) mit Centrum im andern Brennpunkte und 
mit dem Halbmesser 2a beiuhien 

41. Setzen wir F,r='2c und =e Dann ist 

2«-±(/i-/")<2c, 
also e > 1. Das Verhältniss e wird die lüxcentricität genannt. 
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42. HypRi-liclpunktü werde» als Sc hiiiltp unkte (resp. Be- 
rührungspunkte) bestimmt von Kreisen {F,f) und {F^,fi), indem 
/, — /"^ + 2«, Die nothwendige und hinreichende Bedingung 
für Schneiden oder Berührung derselben ist 

also, wenn l\> f «eiiu f,<f 

fi^c + a, f>c — a, f,>c - a, /'> c + a. 

43. Die Schnittpunkte A^ und A der Hyperbel mit F^F 
werden durch 

/i = c + «, /" = c — «, resp. f^ = c — a, f == c -{- a 
bestimmt. Ihr Mittelpunkt ist auch der Mittelpunkt von F^F, 
und der Abstand A^O ^ OA ist gleich «, Die Punkle A^ und A 
werden Scheitel und die Gerade Aj^A die Brennpunktsacbse ge- 
nannt, und die Strecke A^A = 2a ist die Länge dieser Achse. 

44. Die Senkrechte auf A^A in ihrem Mittelpunkte wird 
die zweite Achse der Hyperbel genannt. Sie schneidet die Hyper- 
bel nicht, weil fi=f nicht möglich ist. 

45. Sehnen, die auf einer Achse senki-echt stehen, werden 
von dieser halbirt, und Durchmesser d. i. Sehnen, die durch den 
Schnittpunkt der Achsen (das Centrum) gehen, werden in diesem 
Punkte halbirl. 




46. Aus 42. und 44. folgt, dass die Hyperbel aus zwei getrennten 
Zweigen besteht, die je durcli einen Scheitel gehen und sich bis 
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ins Uneiidliche erstrecken. Für den einen Zweig ist /i > f, für den 
andern fi<f. Wegen 24. kann der Sinn der Convexität eines 
Zweiges sich nirgendwo ändern, und wegen 44. befindet der eine 
Zweig sich auf der convexen Seite des andern. Siehe Fig. 2. 

^i. Ein Punkt X der Ebene liegt auf derselben Seite von 
dem fi^ f entsprechenden Zweige wie der Brennpunkt F, wenn 
F^X— FX> 2«; auf diesem Zweige, wenn F^Ä — FX = 2«; 
zwischen den Zweigen, wenn F^X — l'J' numerisch kleiner als 2a 
ist; auf dem fi^<.f entsprechenden Zweige, wenn FX ~ FiX=2a, 
und auf derselben Seite von diesem letzten Zweige wie Fj, wenn 
FX— F^X>2a. 

48. . Die Länge der auf der Brennpunktsachse senkrechten 
Sehne in einem Brennpunkte wird der Parameter der Hyperbel ge- 
nannt. Wird er mit p bezeichnet, so ist ~ == « (i^ — l). (Vergl. 33.) 

49. Wenn man unter Secanten und Tangenten auch solche 
Geraden mitrechnet, wo ein Schnittpunkt oder Berührungspunkt sich 
ins Unendliche entfernt hat (ein Grenzfall, der in 51 genauer be- 
sprochen wird), so wird eine Gerade l die Hyperbel schneiden oder 
berühren oder ganz zwischen ihren Zweigen liegen, je nachdem 
F^S'^^a ist, wo S der symmetrische Punkt des Brennpunktes F 
ist in Beziehung auf die Gerade L Dieser Satz wird ganz wie 34. 
aus 6. und 7. hergeleitet, «od aus diesen Sätzen folgert man weiter, 
dass die Sätze 35., 37., 38. auch für die Hyperbel gültig sind. 
Statt 36. erhält man für die Hyperbel: 

50. Eine Tangente halbirt den von den Brennstrahlen an den 
Berührungspunkt gebildeten Winkel. 

51.' Die Schnittpunkte einer Geraden ?mit der Hyperbel wurden 
als Centra bestimmt von Kreisen, die durch F und seinen sym- 
metrischen Punkt S in Beziehung auf / gehen und den Kreis 
(/",, 2«) berühren. Wenn die Gerade FM diesen Kreis berührt, so 
wird fler eine Schnittpunkt sich bis ins Unendliche entfernen (6). 
Also: Die zwei Reihen von parallelen Geraden, deren spitze Winkel 
9 mit der Brennpunktsachsc durch cosfl = — = — bestimmt sind, 
haben nur einen wirkhchen Schnittpunkt mit der Hyperbel, indem 
der andere sich bis ins Unendliche entfernt hat. 

52. Wenn FS den Kreis (F, 2a) im symmetrischen Punkte 
S berührt, in welchem Falle die Gerade / durch das Centrum 
geht, so sind die beiden Schnittpunkte unendlich entfernt. Also: Die 
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zwüi Geraden durch das CeiKriim, die den — wie in 51 liestimm- 
ten — ■ Winkel 6 mit der BrennpimktsacLse bilden, eotLalten nur 
unendlich entfernte Punkte von der Hyperbel. Diese Geraden werden 
Asymptoten genannt. Weil der symmetrische Punkt auf der Kreis- 
pertpherie (Fj, 2 a) liegt, ist eine Asymptote als eine Tangente der 
Hyperbel mit unendlich entferntem Berührungspunkte zu betrachten. 
Man sieht durch Bewegung von S auf dem Kreise (Fi, 2a), dass 
eine Asymptote die Tangenten, welche die beiden Zweige der 
Hyperbel berühren, trennt. (Die Fig. 2 zeigt sowohl die Beslimmung 
der Asymptote OM' durch den symmetrischen Punkt S', als auch ihre 
bequemere Construction mittelst cos 9 = — )■ 

53. Eine Gerade, deren spitzer Winkel mit der Brennpunkts- 
achsc V ist, wird, wenn v>0, entweder einen der Zweige schneiden 
oder berühren, oder zwischen den Zweigen liegen, und wenn v <i$ 
ist, die beiden Zweige schneiden. ^ Dies folgt aus der Construc- 
tion 6. (49), indem man sich erinnert, dass ein Schnittpunkt JT auf 
dem einen oder andern Zweige liegt, je nachdem er Centrum eines 
berührenden Kreises ist, der ganz ausserhalb des Kreises (J\, 2«) 
liegt, oder eines, der diesen Kreis umschliesst. 

64. Grenzformen der Hyperbel: l) £^ 1, ö endlich, giebt 
c = a, p = 0, = 0. Die Zweige der Hyperbel w^erden die doppelt 
genommenen Verlängerungen der Brennpunktsachse ober die Scheitel 
hinaus, mit w'elchen die Brennpunkte zusammenfallen. (Uehergangs- 
fall zur Ellipse; vergl. 39, 2.) 

2) Wenn der Brennpunkt F^ sich bis ins Unendliche entfernt, 
während ein Punkt des Leitkreises (F,, 2 a) und der Brennpunkt 
Ftesl bleiben, so wird die Ciirve eine Parabel. (Vergl. 39, 3.) Diese 
kann also auch als eine Grenzform der Hyperbel betrachtet werden, 
wo a ^ CO, g ^ 1, c = oo, 5 = 0, und wo ein Scheitel und 
ein Brennpunkt, und mit ihnen sowohl der eine Zweig als auch das 
Cenirum und die Asymptoten sich bis ins Unendliche entfernt 
haben und also verschwunden sind. (Uebergangsfall zur Ellipse; 
vergl. 39, 3) 

3) g z= 00, a endlich, giebt c = 00. Die Brennpunkte sind 
also unendlich entfernt. Die Co nstructionsk reise {F-y,f^ «nd {F,f) 
(siehe 42.) werden also auf der Brennpunktsachse senkrechte Gerade, 
Entweder sind sie also parallel und bestimmen gar keinen Punkt, 
oder sie fallen ganz zusammen. Das letzte wird nur mit denjenigen 
der Fall sein, die durch die Scheitel A^ und A gehen. Die Hyperbel 
wird also aus zwei Geraden bestehen, die in A^ und A auf der 
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Geraden ^^ .4 senkrecht sind. Stimuli mit 49. und 50. übprein. (Uehcr- 
gangsfall zur Ellipse, iadem dann die Brennpnnktsachse der Hyperbel 
mit der zweiten Achse der Ellipse vertauscht wird; vergl. 39, 4.) 

■4) « = 0, E < OQ, giebt f = 0, ;/ = 0. Die Scheitel lallen 
im Centrum zusammen. Eine Gerade durch diesen Punkt schneidet 
also die Grenzform in zwei znaammen fallen den Punkten, und kann 
sie nicht mehrmals schneiden (24). Die Hyperbel muss also aus 
zwei Geraden bestehen, die beide mit der Brennpunktsachse den 
durch cos 5 = — bestimmten spitzen Winkel S bilden. — Stimmt 
mit 60. und 51. übereio. 

5) ß == 0, £ = 00 ist zugleich ein Grenzfall von den beiden 
Torhergehenden Fällen, Die Hyperbel ist eine mit der zweiten Achse 
zusammenfallende Doppelgerade ; die Brennpunkte sind unbestinmit, 
weU c = . 20. 

3) Die Parabel. 

55. Man könnte die Eigenschaften der Parabel mittelst 39, 3. 
und 54, 3. aus denjenigen der Ellipse oder der Hyperbel herleiten; 
man kann sie aber auch direct aus der Defmition der Parabel (23) 
deduciren. Diese Definition kann durch die folgende ersetzt werden; 
ßie Parabel ist der Ort der Punkte, welche denselben Abstand 
von einem festen Punkte und einer festen Geraden haben. Der feste 
Punkt, den wir durch F bezeichnen wollen, wird der Brennpunkt 
genannt, der Abstand i'X = f von einem Curvenpunkte X wird der 
Brennstrahl des Punktes, und die feste Gerade die Leitlinie 
genannt. Wir werden die Piojertion des Brennpunktes F auf die 
Leitlinie D nennen und DF=d selzen 

56. Punkte der Paribel können bestimmt werden als Schnitt- 
punkte resp. Berührungspunkte ^on kreisen {F, f) luid Geraden, 
die mit der Leitlinie im Äbstinde /"paiallel sind. Die Bedingungen 
des Schneidens, resp. der Berührung, smd, dass die Geraden sich 
auf derselben Seite von der Leitlinie wie der Brennpunkt befinden, 
und dass f>d, resp. = d. 

57. Die auf der Leitlinie senkrechte Gerade FP wird die 
Achse der Parabel genannt; sie schneidet nur die Parabel im Mittel- 
punkte A zwischen F und D (also PA ^ AF = j). Der Punkt 
A wird der Scheitel der Parabel genannt. 

68. Sehnen, die auf der Achse senkfeclit sind, w'erden von 
dieser halbirt. 
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59. Die Parabel bp>-teht au^ Pinem eiiiiigtn 7wPige, dei Mch 
bis ins Unendliche auf beiden "leiten det Aihse erstieckt (5()) 
Die f onvexitat ist ubeiall gegen 
die L< itlinie gerichtet (Siehe 
2i und -Ib) 

60. Fin Punkt ^ h.gt 
luf derselben '^elle \on der 
Paiibel wit, die Leithnie, luf 
dei Parshel selbst, oder auf 
d PI selben Seite wie der Brenn 
jjiinkt je nachdem sem Abstand 
\on der Leitlinie -^ ^ l if»* 

61. Die Lange dir auf 
der Ächie senkrechten Sehne 
im Biennpunkte nnd der Pa 
rameter der Parabel genmnt 

! Bezeichnen wir ihn mitp, so hat 

^'^' ^" man p = 2d fÖS) 

62. Je nachdem der sj mmUi iiche Punkt S des Brennpunktes 
in Beziehung auf eine derade 1 auf derselben Seite dei Leitlinie 
wie der Brennpunkt, auf der Leithnie selbst oder auf dei cnt 
gegengesetzten Seile liegt, »iid die Gerade t die Paiabel schneiden 
oder berühren oder ganz ausser ihr liegen Do<,h wiid der eine 
Schnittpunkt sich ins ünendlithe entfeinen, wenn die Gerade mit 
der Achse parallel ist (7) 

63. Die Gerade, die den Beiuhrungspunkt cmei Tangente mit 
dem symmetrischen Punkte des Brennpunktes in Beziehung anf diese 
Tangente verbindet, ist der Achse pariUel 

64. Eine Tangenle bildet t,lpiche Winkel mit dem an den 
Beriihrungspunkt gezogentn Brennstrahle und mit der Achse Ihr 
Schnittpunkt mit der Achse hat also denstlben Abstand lom Brpnn 
punkte, wie der Berühi ungspunkt 

65. Die Leitlinie ist dei Oit dei s) mmcf rischen Punkte dei 
Brennpunkte in Beziehung auf die Tangenten (62). 

66. Die Tangente im Scheitel, die senkrecht auf der Achse 
steht (64), ist der Ort der Projectionen des Brennpunktes auf die 
Tangenten (65). 

67. Grenzformen der Parabel, l) d = 0. Der Brenn- 
punkt und der Scheitel fallen zusammen auf die Leitlinie. Die 
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Parabel wird eine Duppellinie, die mit einer der Jjeideii vom Sclieitel 
begrenzten unendlichen Strecken der Achse ziisammenfälll. 

2) Der Brennpunkt sowohl als die Leitlinie haben sicli in 
entgegengesetztem Sinne ins Unendliche entfernt. Die Parabel wird 
dann mit der Scheiteltangente zusammen fallen. 

Uebungsaufgaben. 

1) Von zwei festen Punkten der Potenzlinie eines Kreisbüschels 
werden Tangenten an einen beweglichen Kreis des Büschels ge- 
zogen. Den Ort der Schnittpunkte dieser Tangenten zu ßnden. 

2) An einen beweglichen Kreis eines Kreisbiischels werden 
Tangenten gezogen, sowohl von einem festen Punkte der Potenzlinie, 
als auch parallel mit der Potenzlinie. Den Ort der Schnittpunkte 
dieser Tangenten zu finden. 

3) Die Schnittpunkte eines Kegelschnittes mit einer durch einen 
Brennpunkt gehenden Geraden zu construiren; zu zeigen, dass das 
Schneiden immer statt hat. 

4) Die Schnittpunkte einer Ellipse und einer Hyperbel mit 
gemeinschaftlielien gegebenen Brennpunkten und mit gegebenen 
LSngen der Brennpunktsachsen zu construiren. 



III. Tangenten. 

68. Die Consti-nction eüier Tangente mit gegebenem Berührungs- 
punkte wird für die Ellipse mittelst 36., für die Hyperbel mittelst 
50. und für die Parabel mittelst 64. ausgeführt. 

69. Um eine Tangente von einem gegebenen Punkte P an 
einen Kegelschnitt zu legen, sucht man entweder den symmetrischen 
Punkt S eines Brennpiuiktes F in Beziehung auf die gesuchte 
Tangente, oder die Projection M von F auf diese Tangente zu 
bestimmen. Geometrische Oerter dieser Punkte sind gefunden in 
37. und 38. für die Ellipse und die Hyperbel und in 65. und 66. 
für die Parabel. Im jetzigen Falle wird der Kreis durch F mit 
Centrum in P noch ein anderer Ort des symmetrischen Punktes S, 
und der Kreis über FP als Durchmesser ein anderer Ort der 
Projection M sein. S und M lassen sich also bestimmen und geben 
dann die gesuchte Tangente. Ihr Berührungspunkt wird nachher 
durch 35. oder 63. bestimmt. Die Anzahl der Auflösungen wird 



y Google 



für dieHyperbel, je nachdem die positive Differenz + (^F^ P — FP) =— 2 «, 
und für die Parabel, je nachdem der Abstand des Punktes P von 
der Leitlinie i^- FP. Diese Discussion enthält neue Beweise dafür, 
dass die Convexität so gerichtet ist, wie wir früher angegeben 
haben. — Man wird noch bemerken, dass die bekannte Construc- 
tion der Tangenten von einem Punkte an einen Kreis als Special- 
fall in derjenigen der hier gegebenen Conslructionen, wo man die 
Projection M bestimmt, enthalten ist. 

70. Die Construction einer Tangente mit gegebener Richtung 
wird auch mittelst der in 69. cilirten Sätze ausgeführt. Für die 
Ellipse bekommt man dann immer 2 Auflösungen, für die Parabel 1, 
und für <lie Hyperbel 2 oder 0, je nachdem eine Gerade durch 
das Centrum mit der gegebenen Richtung in denselben von den 
Asymptoten gebildeten Scheitelwinkeln wie die zweite Achse, oder 
in denselben wie die Brennpunktsachse liegt. Die Richtung einer 
Asymptote hat keine andere Tangente, als die Asymptote selbst. 
(Vgl. 52. und 53.). 

71. Das Product der Abstände der Brennpunkte einer Ellipse 
oder Hyperbel von einer Tangente hat den con stauten Werth 
«^ ■ — c^ ^ a^ (l — £^). — Wird durch 38. bewiesen. Für die 
Ellipse ist das Product dem Quadrat b^ der zweiten Halbachse gleich. 

73. Der Ort des Schnittpunktes P einer beweglichen Tan- 
gente einer Ellipse oder Hyperbel mit einer Geraden durch einen 
Brennpunkt F, die einen, auch in Beziehung auf den Umlaufssinn, 
gegebenen Winkel v mit der Tangente bildet, ist ein Kreis, dessen 
Centrum auf der zweiten Achse liegt; wenn dieser Kreis über- 
haupt durch Punkte der gegebenen Curve geht, wird er sie berülu'en. 

Der erste Theil dieses Satzes kann aus seinem schon bekannten 
Specialfalle 38. folgen dorm assen abgeleitet werden: Wenn M die 
Projection des Brennpunktes F auf die bewegliche Tangente und 
das Cenirum ist, bestimmt man auf der zweiten Achse den Punkt G 
so, dass -^ OGF = -^ MPF = v (auch in Beziehung auf den 
Umlaufsinn) ist. Dann wird 

A OFG r^ A MFP, also A PFC — A MFO 
und folglich 

GP: 0M'=^ GF: OF. 

Die drei letzten Glieder dieser Proporlion bleiben constant (38) ; 
GP bleibt also auch constant, oder P durchlauft eine lireis- 
peripherie mit dem Centrum 0. 
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Den letzten Theil des Satzes konnte man clarnua folfi-'m, dasa 
der auf einer beweglichen Tangente liegende Piinltt P immer auf 
der conrexen Seite der Curve bleiben muss. Man kann iliii auch 
so beweisen: Wenn der besprochene Punkt P der Berührungspunkt 
der Tangente ist, sn hat man mittelst Sß. und 50., indem F, der 
andere Brennininkt ist, -^ FPF^ = ISO'^ — ^F^GF (für die Ellipse) 
liö^ev ^FPF^ = ^FGF^ (für die Hyperbel), woraus folgt, dass 
man dem Viereck F^PFG einen Kreis umschreiben kann. Mittelst 
dieses Kreises sieht man weiter, dass die Gerade PG für die 
Ellipse den Winkel der Brennstrahlen und für die Hyperbel die 
Nachbarwinkel dieses Winkels halbirt. Also ist sie senkrecht auf 
der Tangente des Kegelschnittes, die dann auch Tangente des ge- 
fundenen Kreises wird. 

Wenn die Curve eine Hyperbel ist, wird sie immer vom ge- 
fundenen Orte in zwei Punkten berührt; wenn sie eine EDipse 
ist, hat dasselbe nur statt für sin »^ > — , und für sin »i ^ — fallen 
die beiden Berührungspunkte zusammen in einen Endpunkt der 
zweiten Achse. — Man sieht dies durch Betrachtung der Variation 
des vou einer Tangeute und dem Brennslrahle an den Berührungs- 
punkt gebildeten Winkels, indem der Berahrungspunkt die Hyperbel 
resp. Ellipse durchläuft. 

73. Zwei Tangenten einer Ellipse oder einer Hyperbel bilden 
in entgegengesetztem Umlaufsinne denselben Winkel mit den Ge- 
raden, die ihren Schnittpunkt mit den beiden Brennpunkten ver- 
binden. — Dieser Satz folgt aus 72., indem der gefundene Kreis, 
welcher dem Brennpunkte F und dem Winkel v entspricht, mit 
demjenigen zusammenfallt, der auf dieselbe Weise dem "Brenn- 
punkte F-i und dem Winkel -r- v (das ist v in dem enlgegengesetzten 
llmlaufsinne) entspricht. 

Der Satz konnte auch so ausgedrückt werden: Die von zwei 
Tangenten einer Ellipse oder Hyperbel gebildeten Winkel haben 
dieselben HalbirungsUnien, wie die von den Verbindungslinien des 
Schnittpunktes der Tangenten mit den Brennpunkten gebildeten Winkel. 

74. Wenn der Scheitel eines Winkels v von constanter Grösse 
sich auf einer Kreisperipherie bewegt, während der eine Schenkel 
durch einen festen Punkt F geht, so wird der andere Schenkel stets 
eine feste Ellipse oder Hyperbel mit einem Brennpunkte in F be- 
rühren. (Diese Curve ist der Ort des Schenkels; siehe 1.) 

Man beweist diesen Satz dadurch, dass man mittelst 72. be- 
stimmt, wie die Achsen und der andere Brennpunkt dieses Kegel- 
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schniUuB liegen müssen, iind nie gross seine BrenniJiink(,s- 
achse sein muss, wenn der Salz richtig ist, und nachher diircli 
Anwendung von 72. auf den gefundenen Kegelschnilt' zeigt, dass 
er wirlilich richtig ist Im Folgenden nniss man sicli öfters Be- 
weise für Umkehrsätze auf diese Weise gefülirt denken. 
(Vergi. 10.) 

75. Der Ort des Schnittpunktes P einer beweglichen Tangente 
einer Parabel und einer Geraden durch den Brennpunkt F, die einen 
auch in Bezug auf den Umlaufsinn gegebenen Winkel v bilden, ist 
eine feste Tangente der Curve. — Beweis: Wenn A der Scheitel 
der Parabel ist, und M der Schnittpunkt der Scheiteltangente mit der 
beweglichen Tangente, dann bestimmt man auf der Scheiteltangente 
einen Punkt G so, dass -^ AGF = -^ MPF ist. Dann wird (G6) 

d. AFG^'^A MFP, also A AFM ^ t\ GFP. 
GP wird also senkrecht auf FG sein und darum eine feste 
Tangente. (Der bewiesene Satz ist in 72. einhegriffen, wenn man 
die Parabel als Grenzform der Ellipse oder Hyperbel betrachtet.) 

76. Der Kreis durch die Schnittpunkte dreier Tangenten 
einer Parabel geht durch den Brennpunkt der Parabel. — Dieser 
Satz folgt aus 75., wo der geliindene Ort durch passende Wahl 
des Winkels t> eine ganz willkürliche Tangente der Parabel 
werden kaini. 

77. Wenn zwei Tangenten einer Parabel drei andere in Q 
und R, Qy und fi^, Q^ und -ß^ treffen, so ist 

QQii OQ^ =- nn^iRB^. 
Ist nämlich F der Brennpunkt der Parabel, so werden (76) die 
Punkte Q und R, Öi «nd R^, Q^ und R^ mittelst dreier Kreise 
des durch F und den Schnittpunkt P der zwei ersten Tangenten 

gehende« Kreishüschels bestimmt. -^^ sowohl als -kV ^' •^""ß 
dem Verhältnisse der Centralab stände der entsprechenden Kreise 
gleich, — Man kann auch leicht den Satz unmittelbar aus 75. 
herleiten. 

78. Die von zwei Tangenten einer Parabel gebildeten Winkel 
haben dieselben Ilalbirungslinien wie die Winkel, welche gebildet 
werden von der mit der Achse parallelen Geraden durch den Schnitt- 
punkt der Tangenten und der Verbindungsgeraden dieses Punktes mit 
dem Brennpunkte. Folgt aus 75. (in 73. einbegriffen). 

79. Wenn der Scheitel eines Winkels von constanter Grösse 
eine Gerade durcliläiift, während der eine Schenkel durch eineu 
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festen Punkt F gebt, so wird der Ort des anderen Schenkels eine 
Parabel mit dem Brennpunkte F sein. (In 74 einbegriffen.) 

80. Die von einem Brennpunkte F eines Kegelschnittes an 
den Schnittpunkt P zweier Tangenten gezogene Gerade halbirt 
einen der Winkel der vom selben Brennpunkte an die Berührungs- 
punkte X und Y der Tangenten gezogenen Brennstrahlen. 

Für die Ellipse und die Hyperbel wird dieser Satz, wenn 
wii- die symmetrischen Punkte des anderen Brennpunktes F-^ in 
Beziehung auf die zwei Tangenten Sj und T^ nennen, daraus folgen, 
dass A FPS^ ^ FPT^ ist (37). Um ihn auch für die Parabel zu 
beweisen, betrachten wir dagegen die symmetrischen Punkte S und T 
des Brennpunktes F, welche auf der Leitlinie liegen (65). Man findet 
dann ^XFP^^PSX und ^PFY = ^YTP; weiter ist 
^ PSX= ^ YTP, weil PS =^ PF = PT, und weil SX und 
TY auf der Leitlinie senkrecht sind (63). 

81. Wenn die Gerade, welche die Berührungspunkte zweier 
Tangenten eines Kegelschnittes verbindet, durch einen Brennpunkt 
geht, muss sie senkrecht sein auf der Geraden, welche den Brenn- 
punkt mit dem Schnittpunkte der Tangenten verbindet (80). 
[Verg!. im Folgenden 120.] 

82. Die Geraden, welche einen Brennpunkt mit den Schnitt- 
punkten einer beweglichen Tangente mit zwei festen Tangenten 
verbinden, bilden einen Winkel von constanter Grösse. — Wegen 
80 ist nämlich der Winkel die Hälfte des von den Brennstrahlen 
au die Berührungspunkte der festen Tangenten gebildeten Winkels. 

Wenn umgekehrt ein Winkel von constanter Grösse sich um 
seinen Scheitel F dreht, so wird der Ort der Geraden, welche die 
Schnittpunkte der Scheitel mit zwei festen Geraden mit einander 
verbindet, ein Kegelschnitt sein, der diese Geraden berührt und 
einen Brennpunkt im festen Scheitel F hat. 

Um hier die in 74. besprochene Beweisführung zu brauchen, 
bestimmt man erstens den Berührungspunkt der einen festen 
Tangente, der gleich eine Gerade durch den anderen Brenn- 
punkt F^ giebt, dann mittelst 73. noch eine Gerade durch F^. 
Man wird dann einen völlig bestimmten Kegelschnitt haben (eine 
Parabel, wenn die F^ bestimmenden Geraden parallel sind), der alle 
die gegebenen Eigenschaften hat. 

83. Die vier Brennstrahlen an zwei Punkte eines Kegel- 
schnittes (für die Parabel die beiden Brennstrablen und die beiden 
mit der Achse parallelen Geraden durch die zwei Curvenpunkte) 
berühren einen Kreis. — Der Schnittpunkt der Tangenten in den 
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jjvei Puiiklen hat namiich, wegen 79. und 36. und der analogen Sätze, 
denselben Abstaud von den vier Brennstrahlen. (Man konnte auch den 
Salz unmittelbar ans den Dennittoaen der drei Kegelschnitte herleiten.) 

84. Wenn Q und R die Punkte sind, wo eine bewegliche 
Tangente einer Hyperbel (mit dem Centrum O) die Asymptoten schnei- 
det, so hat das Dreieck QOR eine constante Fläche (= ^c^sin 25, 
wenn — wie im Vorhergehenden — 2 c der Abstand F^ F 
der Brennpunkte isl und 9 der spitze Winkel, welchen eine 
Asymptote mit der Brennpunktsacbse bildet). — Indem die Asym- 
ptoten Tangenten mit unendlich entfernten Berührungspunkten 
sind (52), ist nämlich (82) von äen einander entgegengesetzten 
Winkeln QF^R und RFQ des Vierecks QF^RF der eine i^- 20, 
der andere ^(360" — 26). Sie sind also Supplementwinkel, und 
dem Viereck kann ein Kreis umgeschrieben werden. Wenn' diesei- 
die Asymptote OQ noch im Punkte T schneidet, so hat man 

OQ- 0R= OQ- 0T= OF- OF^ c^, 

wo jedoch das Vorzeichen gleichgültig ist, weil die Strecken Q 
und OR sieb auf nicht parallelen Geraden befinden. (Derselbe 
Satz wird später anders bewiesen.) 

85. Die auf eine Tangente in ihrem Berührungspunkte mit 
einer Curve senkrechte Gerade wird die Normale der Curve in 
diesem Punkte genannt; der Punkt heisst Pusspunkt der Normale. 
Eine Normale einer Ellipse halbirt den Winkel der Brenn- 
strahlen an den Fusspunkt (36); eine Normale einer Hyperbel 
halbirt die Nachbarwinkel des von den Brennstrahlen gebildeten 
Winkels (60), und eine Normale einer Parabel bildet gleiche Winkel 
mit dem Brennstrahle und der Achse (64). 

86. Aufgabe: Durch einen gegebenen Punkt N der Brenn- 
punktsachse einer Ellipse oder Hyperbel eine (von der Achse ver- 
schiedene) Normale zu ziehen. AuflSsmig: N und der Schnitt- 
punkt T der Tangente im Fusspunkte der gesuchten Normale mit 
derselben Achse sind harmonisch verbunden in Beziehung auf die 
Brennpunkte F und F^^. T ist also bestimmt und die Aufgabe 
auf 69. zurückgeführt. (Möglichkeitsbedingimgen anzugeben.) 

87. Aufgabe: Durch einen gegebenen Punkt G der zweiten 
Achse einer Ellipse oder Hyperbel eine (von der Achse verschiedene) 
Normale an die Curve zu ziehen. Wird mittelst 72. gelöst. (Mog- 
lichkeitsbedingungen an zu gebe n.) 

88. Das Product XN ■ XG der Strecken einer Normale an 
eine Ellipse oder Hyperbel, welche der Fusspunkt X und die 
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Sohnittpunkte N und G mit den Adiseu begrenzen, ist dem Pro- 
ducte der Brennstraliten an den Fusspiinkt gleicli. — Die Punkte 
F, Fj^, X und G liegen nämlich auf einer Kreisperipherie {siehe 
den Beweis von 72.), woraus folgt, dass hFXN'^h GXF^. 

Ist V der Winkel, welchen die Tangente in X mit den Brenn- 
strahien bildet, so hat man wegen 72-, dass XG ^ -. — , und dann 
sieht man, dass XJV = -^-^ sin v ist, indem / und /i die Brenn- 
strahlen an X sind. Aus 71. erhält man weiter: J'iV^ + — r-— , wo 
man, um die Strecke J'iV positiv zu erhalten, für die Ellipse + 
und für Ak Hyperbel -f- lesen muss. 

89. Aufgabe: Von einem Punkte iV der Achse eine (von der 
Achse verschiedene) Normale an eine Parabel zu ziehen. Auf- 
lösung: Der Brennpunkt F ist der Mittelpunkt von N und dem 
Schidltpunkte der Tangente im Fusspunkte der gesuchten Normale 
mit der Achse (64). Ein anderes Auflösungsmittel ei'hält man 
durch 90. (Möglichkeitsbedingungen.) 

90. Wenn T und N die Schnittpunkte der Tangente und 
Normale in einem Punkte X einer Parabel mit der Achse bezeichnen, 
und U die Protection des Punktes X auf die Achse ist, so wii-d 
der Scheitel A der Parabel der Mittelpunkt von T und TJ sein; ON 
aber wird dem halben Parameter gleich sein (66 und 61). 

91. Aufgaben: Zwei Regelschnitte mit einem gemeinschaft- 
lichen Brennpunkte seien gegeben (dadurch dass ausser diesem 
Brennpunkte auch der andere Brennpunkt und die Länge der 
Brennpunktsachse — oder, wenn die Curve eine Parabel ist, die 
Leitlinie — gegeben sind), zu finden: l) die Schnittpunkte der Kegel- 
schnitte, 2) ihre gemeinschaftlichen Tangenten. — Die erste dieser 
Aufgaben kann auf 18., resp. 21,, zurückgeführt werden, und giebt 
bis vier Auflösungen; die zweite lässt sich mittelst 37., resp. 65., 
lösen und hat bis zwei Auflösungen; wenn beide Curven Parabeln 
sind, hat sie eine Auflösung. 

93. Zwei Kegelschnitte mit einem gemeinschafllichen Brenn- 
punkte werden sich berühren, wenn der Abstand der nicht gemein- 
schaftlichen Brennpunkte von einander der Summe oder der Differenz 
der Längen der Brennpunktsachsen gleich ist; ist der eine Kegel- 
schnitt eine Parabel, so muss der Abstand ihrer Leitlinie vom nicht- 
gemeinschaß.lichen Brennpunkte des anderen der Brennpunktsachse 
dieses letzten Kegelschnittes gleich sein; zwei Parabeln mit gemein- 
schaftlichem Brennpunkte können sich nicht berühren. — Diese 
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Resultate werden gefunden als BediugimgL'ii I'iir zusammen lallen de 
Auflösungen Jer einen oder iler anderen der Aufgaben 91. 

Uebuugsaufgabeu. 
In den folgenden Aufgaben setzen wir voraus, dass die Ellipsen 
und Hyperbeln durch ilire Brennpunkte und die Länge ihrer Brenn- 
punktsachsen gegeben sind, die Parabeln durch ihre Itrcnnpunkie 
und Leitlinien. 

1) An einen Kegelschnitt eine Tangente zu legen mit ge- 
gebenem Abstände von einem Brennpunkte. 

2) An einen' Kegelschnitt eine Tangente zu legen, die einen 
gegebenen Winkel mit den Brennstrahlen an den Berührungspunkt 
büdet. 

3) Eine gemeinschaftliche Tangente zu legen an eine Parabel 
und einen Kreis mit Centrum auf der Achse der Parabel. 

4) Eine gemeinschaftliche Tangente an zwei Parabeln mit 
parallelen Achsen zu legen. 

■5) Eine gemeinschaftUche Tangente zu legen an eine Ellipse 
oder Hyperbel und einen damit concentrischen Kreis. 

6) Eine gemeinschaftliche Tangente an zwei concentrische 
Kegelschnitte zu legen. 

7) Die Schnittpunkte einer Ellipse oder Hyperliel mit einem 
Kreise durch die Brennpunkte zu construiren. 

8) Zn beweisen, dass die auf den Tangenten in den Endpunkten 
der Brennpuidftsachse einer Ellipse oder Hyperbel durch eine be- 
wegliche Tangente abgeschnittenen Strecken, von den Berührungs- 
punkten der Tangenten an gerechnet, ein constantes Product haben. 

9) An einen Kegelschnitt eine Normale zu legen, auf welcher 
der Fusspunkl und" der Schnittpunkt mit einer Achse eine gegebene 
Strecke begrenzen. Möglichkeitsbedingungen. (Die Aufgabe bedarf, 
wenn die Curve eine Ellipse oder Hyperbel ist, besonderer Auf- 
lösungen, je nachdem die Achse die eine oder andere Achse ist, 
und noch einer besondern Lösung, wenn sie eine Parabel ist.) 

10) An eine Ellipse oder Hyperbel eine Normale zu ziehen, 
auf welcher die Schnittpunkte mit den Achsen eine gegebene 
Strecke begrenzen. 
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IV. Constructioii von Kegelsclmitten aus gegebenen 
Bedingungen^); eonfoeale Kegelselinitte. 

93. Ein Kegelschnitt isl durch seine Breonpunkte und die 
Länge der Brennpunktsachse völlig bcstinimt. Je nachdem diese 
grösser oder Itleiner ist als der Abstand der Brennpimlite von ein- 
ander, wird die Curve eine Ellipse oder Hyperbel sein. — Eine 
Parabel ist völlig bestinifnt durch ihren Brennpunltt und ihre Leit- 
linie. Im Folgenden beabsichtigen wir namentlich diese bestimmen- 
den Stücke durch Constniction zu linden, und Sätze herzuleiten über 
ihre geometrischen Oerter u. s.w., die für solche Constructionen nützlich 
sein können. 

94. Aufgabe; Durch einen gegebenen Punkt einen Kegel- 
schnitt mit gegebenen Brennpunkten zu legen. — Der gesuchte 
Kegelschnitt wird entweder eine Ellipse sein, deren Brennpunkts- 
achse gleich der Summe, oder eine Hyperbel, deren Brennpunkts- 
achse gleich der Differenz der Brennstrahlen an den gegebenen 
Punkt ist. Diese zwei Curven werden sich noch in drei anderen 
Punkten, die mit dem ersten in Beziehung auf die Achsen und 
das Centrum symmetrisch liegen, schneiden, und ihre Tan- 
genten in jedem Schnittpunkte sind senkrecht auf einander (36. 
und 50.). ^— Wenn der gegebene Punkt sich ins Unendliche ent- 
fernt, wird auch die Ellipse sich ins Unendliche entfernen, also 
verschwinden; die Hyperbel aber, die dann nur eine gegebene 
Richtung einer Asymptote bekommt, wird bestimmt durch 51. 

Kegelschnitte mit denselben zwei Brennpunkten werden con- 
focal genannt. Diese Reihe von Curven enthält sowohl Ellipsen 
als Hyperbeln, und durch jeden Punkt der Ebene gehen eine 
Ellipse und eine Hyperbel der Reihe. Weder die Ellipsen noch die 
Hyperbeln schneiden sich, sondern jede Ellipse schneidet jede 
Hyperbel unter rechten Winkeln. 



1) Von solciien Aufgaben werden manche erat in den folgenden Äb- 
Bchnitten sich darbiei^n und gelöst werden können; es ist abov nützlich 
schon hier solche mitzunehmen, woku die gefundenen Sätze hinreichen. 
— Wir bemerlren, dass, wenn wir von einem unbekannten Eegeischnitte 
sprechen, wir immer voraussetzen können, dass er eine Ellipse oder 
Hyperbel sei, und dass ihm alao zwei Brennpunkte und Centrum zukommen; 
der GrenzfaU, wo er eine Parabel ist, wird sich nämlich dann, wenn er 
statthat, von selbst dadurch darbieten, dasa ein Brennpunkt und das 
Centrum sieh ins Unendliche entfernen. 
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96. Die Constraction eines Kegelschnittes mit gegebenen 
Brenupunliten, der eine Gerade berührt, wird mitteist 35. aiis- 
geführt und giebt eine Auflösung. In einer Reihe von coiifocalen 
Kegelschnitten gieht es also einen einzigen, der eine gegebene 
Gerade berührt, und confocale Kegelsciinilte haben niemals gemein- 
schaftliche Tangenten. 

96. Die Construction eines Kegelschnittes mit gegebenen 
Brennpunkten und mit einer gegebenen Normale wird auf 95. zu- 
rückgeführt, indem diese Normale im gesuchten Fusspunkte einen 
andern Regelschnilt mit denselben Brennpunkten berührt. 

97. Parabeln werden confocal genannt, wenn sie denselben 
Brennpunkt und dieselbe Achse haben. Indem man auch für 
Parabeln die Aufgaben 94 — 96 "löst, findet man, dass eine Beilie 
von confocalen Parabeln sich in zwei solche Halbrcihen theilt, dass 
durch jeden Punkt der Ebene eine Parabel jeder llalhreihe geht, 
dass Parabeln derselben Halbreihe sich niemals schneiden, dagegen 
Parabehi verschiedener Halbreihen einander in zwei Punkten unter 
rechten Winkehi schneiden, und dass jede Gerade der Ebene eine 
einzige Parabel der ganzen Reihe berährt und einer andern im 
selben Punkte normal ist. 

98. Die Winket der Tangenten von einem festen Punkte P 
an eine Reibe von confocalen Kegelschnitten haben dieselben 
Halbirungsliüien (73. und 78.). Diese berühren die zwei durch P 
gehenden Kegelschnitte der Reibe. 

99. Der Ort der Sclmittpunkte von auf einander senkrechten 
Tangenten an zwei confocale Kegelschnitte mit Centrum (das sind 
Ellipsen und Hyperbeln) ist ein Kreis mit demselben Centrum. — ■ 
Um dieses zu beweisen bezeichnen wir durch 2 c den Abstand der 
gemeinschaftlichen Brennpunkte von einander, diu-ch 2« und 2«' 
die Längen der zwei Brennpunktsachsen, durch P einen willkür- 
lichen Punkt des Ortes, durch das Centrum der Kegelschnitte 
und durch M und Mi die Schnittpunkte der einen Tangente mit 
dem Kreise {0,d). Indem wir noch OP^x setzen, wird die 
Potenz von P in Beziehung auf (Ö, «) 

a;* — «^ = PM ■ PM^ = a'^ — c^ 



(wogen 71.), und also ist x = Ya^ + «'^ — c^ constant. Um 
überhaupt senkrecht auf einander stehende Tangenten zu bekommen, 
muss man nur a^ + a'^ > c^ haben. Diese Möglichkeitsbedingung 
ist jedenfalls erfüllt, wenn eine der Curven eine Ellipse ist. 

100. Der Ort der Schnittpunkte von auf einander senkrechten 
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Tangenten einer Ellipse oder Hyperbel ist ein mit dem Kegelschnitte 
concen irischer Kreis mit dem Radius l/2a^ — c^ (99)- l^ine 
Hyperbel hat mir auf einander senkrechte Tangenten, nenn 2«*^c*, 
welche Bedingung auch so ansgedriickL werden kann, dass derjenige 
Winkel 26 der Asymptoten, welcher die Brennpunktsachse enthalt, 
^ 90" sein mnss (51). Im Grenzfalle, wo der Radius gleich Null 
wird, sind die Asymptoten die einzigen auf einander senkrechten 
Tangenten. 

101. Der Ort der Schnittpunkte von auf einander senkrechten 
Tangenten an zwei confocale Parabeln ist eine auf die gemein- 
schaftliche Achse senkrechte Gerade. — Wenn nämlich P ein be- 
weglicher Punkt des Ortes ist, und M und 3f die Projectionen 
des Brennpunktes F auf die auf einander senkrechten Tangenten 
von P sind, so werden die Punkte M und liT sich auf den Scheitel- 
tangenten der Parabeln bewegen; der Mittelpunkt des Rechteckes 
FMPM'j und mit ihm der Punkt P, werden sich also auch auf 
Geraden bewegen, die senkrecht auf der Achse stehen. 

lOS. Der Ort der Schnittpunkte von auf einander senkrechten 
Tangenten einer Parabel ist die LeitUnle der Parabel. Der Satz 
ist in 101. einbegriffen. Mehi' unmittelbar folgt er daraus, dass 
die Tangenten von einem Punkte P der Leitlinie die von der Leit- 
linie und /"f gebildeten Winkel halbiren (65). 

103. Der Ort des Brennpunktes deines Kegelschnittes, dessen 
anderer Brennpunkt F^ gegeben ist, und der durch zwei gegebene 
Punkte X und V geht, ist von den zwei durch F^ gehenden 
Kegelschnitten mit den Brennpunkten X und Y zusammengesetzt. 
— Die einzelnen Theile dieses Ortes entsprechen folgender Weise 
der Beschaffenheit des unbekannten Kegelschnittes: 

1) Wenn der unbekannte Kegelschnitt eine Ellipse sein soll, 
mnss F auf dem nicht durch F^ gehendeu Hyperbelzweige des 
Ortes liegen; denn 

FiX+FX = F^Y -{-FY 
giebt XFy — F/i = rF~ XF. 

2) Wenn der unbekannte Kegelschnitt eine Hyperbel sein soll, 
und X und Y auf demselben Zweige liegen sollen, muss F auf 
dem durch F^ gehenden Hyperbelzweige des Ortes liegen; denn 

F^X — FX= F^Y — FY 
giebt XF^ — YF^ = XF— VF. 

3) Wenn der unbekannte Kegelschnitt eine Hyperbel sein soll, 
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und X und Y atif y erschienenen Zweigen liegen sollen, miiss F 
auf dei- (fem Orte gehörigen Ellipse liegen; denn 

F^X — FX = FY — F^Y 
gicbt XF^ + YF^ = XF -\- YF. 

Wenn der 'unbekannte Kegelschnitt eine Parabel sein soll 
(und Fl nicht unendlich entfernt ist), muss die Achse mit einer 
Asymptote der dem Orte gehörigen Hyperbel parallel sein, [üeber- 
gangsfall von 1) bis 2)]. 

Wenn ein oder mehrere der gegebenen Punkte F^, X, Y sicli bis 
ins Unendliche entfernen, bekommt man die folgenden Grenzßlle: 

1) (F unendlich entfernt). Der Ort des Brennpunktes F 
einer Hyperbel, deren anderer Brennpunkt F^ gegeben ist, und die 
durch einen gegebenen Punkt X geht und eine gegebene Asym- 
ptotenrichtung hat, besteht aus zwei durch F^ gehenden Parabeln, 
welche den Brennpunkt in X und die gegebene Asyinptotenrichtung 
zur Achsenricbtung haben. 

2) {X und F unendlich entfernt). Der Ort des Brennpunktes 
F einer Hyperbel, deren anderer Brennpunkt Fj und deren Asym- 
ptotenrichtungen gegeben sind, besteht aus den zwei durch f, 
gehenden Geraden, welche mit den beiden Asymptotenricbtungen 
gleiche Winkel bilden. 

3) (i^i unendlich entfernt). Der Ort des Brennpunktes F einer 
durch zwei gegebene Punkte X und F gehenden Parabel mit ge- 
gebener Achsenrichtung ist die Hyperbel mit dea Brennpunkten X 
und Y, deren eine Asymptote mit der gegebenen Achsenrichtung 
parallel ist. 

Man kann diese Grenzfälle entweder aus dem allgemeinen Satze 
herleiten oder besonders beweisen. 

104. Der Ort eines Brennpunktes J^eincs Kegelschnittes, dessen 
anderer Brennpunkt Fj gegeben ist, und der durch einen gegebenen 
Punkt X gellt und eine gegebene Gerade ; berührt, ist der Kegel- 
schnitt mit Brennpunkten in X und im symmetrischen Punkte Ä^ 
von F^ in Beziehung auf t und mit der Brennpunktsachse gleich 
FjX, oder, anders ausgedrückt: der Kegelschnitt, welcher einen 
Brennpunkt in Sj hat, während der entsprechende Leitkreis das 
Centrum X hat und durch Fj^ geht. — Man muss nämlich haben 
FiX±FX^±FSi. 

Grenzfälle: I) Wenn JT unendlich entfernt ist, in welchem 
Falle der imbekannte Kegelschnitt, statt' durch einen gegebenen 
Punkt zu gehen, eine Hyperbel mit einer gegebenen Asymptoten- 
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riehtimg sein soll, so wird der Ort die Parallel, deren Brenniiiinkt 
in Si ist, und deren Leitlinie durch Fi senkrecht auf die gegehene 
Asymptoteorichtiing gezogen ist. 

2) Wenn F^ unendlich entfernt ist, in welchem Falle der 
unbekannte Kegelschnitt, statt einen gegebenen Brennpunkt zu 
haben, eine Parabel mit gegebener Äclisenrichtung aetn soll, so wird 
der Ort die Parabel mit dem Brennpunkte X, deren Leitlinie die 
in Beziebnng auf t symmetrische Gerade s der von JC auf die 
gegebene Achsenrichtung senkrecht gezogenen Gerade g ist. — 
Der Abstand des in Beziehung auf i symmetrischen Punktes S des 
unbekannten Brennpunktes F von der Geraden ff ist nämlich dem 
Abstände FX gleich, weil S auf der Leitlinie der unbekaünten 
Parabel liegt. 

3) Wenn l unendlich entfernt ist, muss der unbekannte Kegel- 
schnitt eine Parabel sein. Wenn in diesem Falle der gegebene 
Brennpunkt F^ nicht unendlich entfernt ist, muss F unendlich 
entfernt sein. 

106. Der Ort des Brennpunktes F eines Kegelschnittes, dessen 
anderer Brennpunkt F^ gegeben ist, und der zwei gegebeue Geradeu 
( und l' berühren soll, ist die Gerade, welche auf der Verbindungs- 
linie der symmetrischen Punkte von Fj in Beziehung auf t und (' 
in ihrem Mittelpunkte senkrecht ist (37). 73. giebt eine andere 
Bestimmung derselben Geraden, und wenn Fj unendlich entfernt ist, 
muss man sie durch 78. bestimmen. 

106. Mittelst 103 — 105 werden die Auflösungen folgender 
Aufgaben auf die durch Lineal und Zirkel möglichen Bestimmungen 
von Schnittpunkten zweier Geraden, einer Geraden und eines Kegel- 
schnittes, oder zweier Kegelschnitte mit einem gemeinschaftlichen 
Brennpunkte zurückgeführt (24. imd 91.): 

Einen Kegelschnitt mit einem gegebenen Brennpunkte zu con- 
struiren, welcher 

entweder 1) durch drei gegebene Punkte geht; 

oder 2) durch zwei gegebene Punkte gebt und eine gegebene 
Gerade berührt; 

oder 3) durch einen gegebenen Punkt geht und zwei ge- 
gebene Geraden berührt; 

oder 4) drei gegebene Geraden berührt. 

107. Bei wirklicher Ausführung der Auflijsungen der in 106. 
gestellten Aufgaben ist es bequem, den unbekannten Brennpunkt F 
als Centrum des dem gegebenen Brennpunkte F^ entsprechenden 
Leitkreises aufzusuchen. Die Auflösungen sowohl derselben Aufgaben, 
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als auch derjenigen, welche man erhält, indem man gegebene Punkte 
oder Tangenten durch die Bedingnngen ersetzt, dass der gesuchte 
Kegelschnitt gegebene Kegelschnille, die auch den gegebenen Brenn- 
punkt J", haben, berühren sollen, ergeben sich dann mehr un- 
mittelbar durch die folgenden Sätze: 

Der einem gegebenen ßrennpbnkte F.^ eines gesuchten Kegel- 
sclinittes entsprechende Leitkreis {F, 2 a) wird 

1) wenn der Kegelschnitt durch einen gegebenen Punkt Jf gehen 
soll, den durch F^ gehenden Kreis mit dem Centrum X berühren; 

2) wenn der Kegelschnitt eine gegebene Gerade t berühren 
soll, durch den symmetrischen Punkt von /\ in Beziehung auf 
( gehen; 

3} wenn der Kegelschnitt einen gegebenen Kegelschnitt mit 
demselben gegebenen Brennpunkte F-^ berühren soll, den F^^ ent- 
sprechenden Leitkreis dieses Kegelschnittes berühren (92). 

Wenn der durch solche Bedingungen bestimmte Leitkreis sich 
anf eine Gerade reducirt, wird der Kegelschnitt eine Parabel mit 
dieser Leitlinie und mit dem gegebenen Brennpunkte F^^. 

108. Der Ort eines Brennpunktes F eines Kegelschnittes, 
dessen anderer Brennpunkt sowohl als die Länge der Brennpunkts- 
achse gegeben sind, 

ist l) wenn der Kegelschnitt noch durch einen gegebenen 
Pmikt X gehen soll, von den zwei Kreisen mit dem Centrum X 
und mit den Halbmessern F^^X + 2« oder 2« + F^X, je nachdem 
F^X^2,a ist, zusammengesetzt; 

und ist 2) wenn der Kegelschnitt noch eine Gerade l be- 
rühren soll, der Kreis {M-^, 2«) wo Mj^ der symraetrisclie l'unkt 
von F^ in Beziehung auf t ist. 

Diese Sätze folgen aus 107. 

109. Wenn ein Brennpunkt J\ gegeben ist, und man den Ort 
des anderen Brennpunktes F kennt, so wird der Ort des Centrums 
damit ähnlich und ähnlich gelegen sein in Beziehung auf F^ als 
Aehnlichkeitspunkt und im Verhältnisse -J-. In den eben behandelten 
Fällen kennt man also auch den Ort des Centrums, 

110. Ist die Lage des Centrums oder einer Achse bekannt, 
so wird dadurch die Anzahl der gegebenen Curvenpunkte oder 
Tangenten verdoppelt. 

111. Der durch einen Punkt der zweiten Achse eines Kegel- 
schnittes und durch die Berührungspunkte der Curve mit den von 
den genannten Punkten gezogenen Tangenten gehende Kreis geht 
auch durch die Brennpunkte (36. und öO.). 



y Google 



— 31 — 

112. Der Kvüis über die von den SclniiU[)nnkten mit den 
Tangenten in den EndpnnUteri der Brehnpunlttsachse ijegrenzle Strecke 
einer willkürlicbea Tangente eines Kegelschnittes als Durchmesser 
geht durch die Brennpunkte (82). 

111. und 112. können bisweilen zur Restinimung der Brenn- 
punkte dienen, wenn die Lage der Brennpunktsachse bekannt ist. 
76. kann zurBestimmung des Brennpunktes einer Parabel nützlich sein. 

Uebungsftuf gaben. 

I) Einen Kegelschnitt zu ctinstruiren, wenn die Brennpunkte 
und die Grösse des Winkels der durch einen gegebenen Punkt 
gehenden Tangenten gegeben sind. 

3) Einen Kegelschnitt zu construiren, wenn ein Brennpunkt, 
zwei Curvenpunkte und die Länge der Brennpunktsachse gegeben 
sind. 

3) Eine Hyperbel zu construiren, wenn ein Brennpunkt, ein 
Ciirvenpunkt und die Richtungen der Asymptoten gegeben sind. 

4) Einen Kegelschnitt mit einem gegebenen Brennpunkte zu 
construiren, welcher durch einen gegebenen Punkt geht und eine 
gegebene Gerade und einen gegebenen Kegelschnitt mit demselben 
Brennpunkte berührt. 

5) Eine Parabel mit gegebenem Brennpunkte zu construiren, 
welche eine gegebene Ellipse mit demselben Brennpunkte und eine 
gegebene Gerade berührt. 

6) Eine Hyperbel zu construiren mit einem gegebenen Brenn- 
punkte und mit einer gegebenen Asymptotenrichtung, welche eine 
Parabel mit demselben Brennpunkte berührt und durch einen ge- 
gebenen Punkt geht. 

7) Eine Parabel mit gegebener Achse zu construiren, welcbe 
durch einen gegebenen Punkt geht und eine gegebene Gerade berührt, 

. 8) Eine Parabel zu construiren, welche vier gegebene Gerade 
berührt. — Zu beweisen, dass die den von vier wUlkürhchen 
Geraden gebildeten Dreiecken umschriebenen Kreise durch einen 
festen Punkt gehen, 

9) Einen Kegelschnitt zu construiren, der die Seiten eines 
gegebenen Hechteckes berührt, wenn noch der Abstand der Brenn- 
punkte von einander bekannt ist. 

10) Einen Kegelschnitt zu construiren, wenn die Lagen der 
Achsen und zwei Tangenten (oder eine Tangente und ihr Be- 
rührungspunkt) gegeben sind. 

II) Einen Kegelschnitt zu construiren, wenn ein Brennpunkt, 
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der Fnsspunlit einnr Normalo iiiid ihr Scliiiittpuiilit liiil der s 
Achse gegeben sind. 



V. Leitlinien. 
113. Mit jedem Brennpunkte einer Eilipse oder Hyperbel ist 
verbunden eine auf die Brennpiuiktsachse seni^reclite Gerade, auf 
derselben Seite des Centrums wie der Brennpunkt und im Ab- 
Stande — vom Centrum gelegen, indem u die halbe Brennpunkts- . 
achse und s die E\centricitSt (36. und 41.) ist. Sie wird die 
Leitlinie genannt und bat folgende Eigenschaft: tias Verhältniss 
der Abstdnde eines Curvenpunktes von einem Brennpunkle und 
t'OH der entsprechenden Leitlinie ist der Excentrität b gleich. 

Beweis, i^^ und jF" seien 
die Brennpunkte, Jl ein will- 
kürlicher Curvenpunkt, und 
S der durch J?",« = 2« be- 
stimmte Punkt von F^Ji^, also 
XS=ÄF. (Die Figur ent- 
spricht einer Ellipse, die Be- 
weisfübruug ist jedoch auch 
^ für die Hyperbel gültig, der 
D B Punkt Xmag auf dem einen 
oder anderen Zweige liegen.^) 
Wir bestimmen noch S 
durch AF^SE'^A F^FS. 
Man findet dann, indem 

F,E==^^^, 

imd E ist also ein völlig bestimmter Punkt, der fest Hegt, während 
X die Curve durchläuft. 

Ziehen wir dann XT\\ F^E, und ist T ihr Schnittpunkt mit 
SE, so hat mau 

•^ XFS = ^ FSX == -^ F^ES = -^ XTS. 
Ein Kreis kann also dem Viereck XS 7^^ umgeschrieben werden. 
Weil XS = XF ist, hat man dann weiter: 
^ FTX = ^ XTS, also <C TFE = -^ FET nnd TP = TE. 




1) Nur niusB mau, wenn zwei hier als gleiche angezeigte Winkel ent- 
te üml anfssinne hah en, den einen durch seinSupplementersetzen. 
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Der Ort ties Punktes T ist also die auf die Gerade FE in 
ihrem Mittelpunkte I) senkrechte Gerade. Indem OD = \ F^E = — 
ist, bat diese Gerade eben die Lage, durch welche wir die Leitlinie 
charakterisirt haben. Mau sieht weiter, dass 

FX __ X_S_ _ F\S _ 8a _ 
TX ~ XT ~ F,E ^ 2« ~ *' 
was zu heweisen war. s 

114. Der Abstand der Leitlinie vom zugehörigen Brennpunkte 
ist + — (l — «'), wo man, um einen positiven Ausdruck zn be- 
kommen, + für die Ellipse und -^ für die Hyperbel zu lesen bat. 
Eine Ellipse oder Hyperbel ist also durch einen Brennpunkt, die 
ihm zugehörige Leitlinie und die Excentricitäl bestimmt, indem mau 
dann leicht ihr Centrum u. s. w. finden kann. 

115. Der Ort der Punkte, deren Abstände von einem ge- 
gebenen Puukte und einer gegebenen, nicht durch den Punkt 
gehenden. Geraden ein gegebenes Verhältniss e haben, ist ein Kegel- 
schnitt, welcher einen Brennpunkt uud die zugehörige Leitlinie im 
gegebenen Punkte und in der "gegebenen Geraden hat, uud mit der 
Exeentricität s. Er wird eine Elhpse für s < 1, eine Hyperbel für 
e > 1 und eine Parabel für t = 1. Für die Parabel ist dieser 
Satz nur eine Wiederholung der Definition 55. Um ihre allgemeine 
Gültigkeit einzusehen, bemerke man erstens, dass wegen der Schluss- 
bemerkung von 114. der Kegelschnitt, dessen Punkte die verlangte 
Eigenschaft haben (113), existirt. Dass aber kein anderer Punkt der 
Ebene dieselbe Eigenschaft haben kann, folgt daraus, dass durch diese 
offenbar nur zwei Punkte auf einer Geraden durch den Brennpunkt 
bestimmt werden, also nur die zwei Schnittpunkte mit dem gefundenen 
Kegelschnitte, welche immer existiren. (Vergl. Aufgabe 3, Seite 17.) 

116. Kegelschnitte mit derselben Excentricität sind einander 
ähnlich. — Legen wir, um dieses 2u beweisen, die Kegelschnitte 
so, dass sie einen gemeinschaftlichen Brennpunkt bekommen, und 
dass die Brennpunktsachsen auf dieselbe Gerade fallen; bezeichnen 
wir dann weiter durch Ä und J" zwei auf derselben Seite von F ge- 
legene Schnittpunkte der zwei Curven mit einer durch F gehenden Ge- 
raden, durch 7 und T' die Projectionen dieser Punkte auf die dem 
BrennpunktefzugehßrigenLeitllnien der zweiKegelschnitte, und durch 
J) und jy die Schnittpunkte dieser Leitlinien mit der Achse, so hat man 

FX __ TX FT FI) 

FX ~~ TX- ^ FT '^ FW 
Alle Parabeln sind einander ähnlich. 



y Google 



— 34 — 

117 Dil TeiadLinon 7« ei Punkten -f und Zeines Kegelschnittes 
an einen Bi ennpunkt h bilden gleiche Winkel mit der Geraden von 
F dn den Sclinittpunkt M \on \ i mit der dem Brennpunkte F 
aiigehorigen Leithnie — Wenn T und U die Projeclionen von 
1 unl J iiil die leithnie sind hit nun nämlich (siehe Pig. 5 unten.) 



IX 



TX 

l 1 ' 



sx 

' BT' 



118 Line mit einer Asymptote einer Hyperbel parallele Ge- 
lade '.chueidet dieic in nnem Punkte, der denselben Abstand von 
einem Brennpunkte, aK ^on ilii ni Schnittpunkte mit der zugehörigen 
Leitlinie hat — Diesen Gren/fall \on 117. kann man auch djrecl 
dadurcli beweisen, dass, mit den Bezeichnungen von 117., wenn 
RA durch eine Parallele mit einer Asymptote ersetzt wird, 

_--=- = .:osS = -^.(5l) 

119. Die Geraden, welche einen Brennpunkt eines Kegel- 
schnittes mit dem Beruh rungspunkte einer Tangente und mit ihrem 
Schnittpunkte mit der dem Brennpunkte zugehörigen Leitlinie ver- 
binden, sind auf einander senkrecht. — 
Grenzfall von 117., indem X und F zu- 
sammenfallen. 

120. Wenn eine bewegliche durch einen 
festen Punkt E einer Leitlinie eines Kegel- 
schnittes gehende Gerade den Kegelschnitt 
in Ä und Y schneidet, so ist der Ort des mit 
B in Beziehung auf Jf und F harmonisch 
verbundenen Punktes //, die Gerade, die in 
F senkrecht auf FR ist (117). Sie geht 
Ar durch die Berührungspunkte der durch B 
gehenden Tangenten (119), und durch den 
Schnittpunkt P der Tangenten Ä und V (80). 
131. Der Ort einer Sehne J^V, die von 
einem Brennpunkte F eines Kegelschnittes 
mit der Excentricität s unter einem con- 
stanten Winkel v gesehen wird, ist ein neuer 
Kegelschnitt mit demselben Brennpunkte F 
und derselben zugehörigen Leitlinie wie der 
gegebene Kegelschnitt, und mit der Ex- 
centricität E . cos ^ iJ. — Man hat nämlich, indem man dieselben 
I wie in 117. und 120. benutzt, und noch durch Q 
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die Projection von H auf die Ltillinie und diii-ch N die Projeclioii 

von X auf FR Iie zeichnet, 

VR _ NX _ FX coa i^v _ 
QH^ TX~ TX ~^- ^*'^ *"■ 
Der Ort des Funkles H ist also der im, Satze genannte neue 

Kegelschnitt, und ÄÄ^wird diesen Kegelschnitt in Äbeiühren (119). 

122. Der Oit des Schnittpnnktes P der Tangenten eines 
Kegelschnittes in zwei solchen Punkten X und F, deren Ver- 
bindungäsehne ÄF von einem Brennpunkte F unter dem Winkel v 
gesehen wird, ist ein neuer Kegelschnitt mit demselben Brenn- 
punkte F und derselben zugehörigen Leitlinie wie der gegebene 
Kegelschnitt und mit der Excentricität s . sec ^v. — Wir benutzen 
dieselben Benenmingen wie in 121. und bezeichnen noch durch A' 
die Projection von P auf die Leitlinie und durch / den Schnitt- 
punkt von XJV mit der in F auf FX senkrechten Geraden. Man 
hat dann, weil FJ die Leitlinie im selben Punkte wie PX trifit (119), 

FP IX FXaeaiv _ 

KP ~ TX~ TX ^ ^^*^ *"■ 

123. Aufgalie. Einen Kegelschnitt zu construiren, wenn ein 
Brennpunkt, die zugehörige LeitUnie und entweder ein Curvenpunkt 
oder eine Tangente gegeben sind. — Aaflösimg: Ein gegebener 
Punkt bestimmt die Excentricität; der Berührungspunkt einer ge- 
gebenen Tangente wird mittelst 119. gefunden (114), 

Der Umstand, dass der gesuchte Kegelschnitt in beiden Fällen 
eindeutig bestimmt wird, zeigt, dass zwei willkürhche Kegelschnitte, 
die einen Brennpunkt und die zugehörige Leitlinie gemein haben, 
immer in den in 121. und 122. angegebenen Verbindungen stehen, 
und dass der constante Winkel v für beide Verbindungen denselben 
Werth hat. 

124. Wenn ein Kegelschuitt einen gegebenen Brennpunkt F 
hat und durch zwei gegebene Punkte X und Y geht, so ist der Ort 
der zu F gehörigen Leitlinie aus den beiden Punkten zusammen- 
gesetzt, wo die Halbirungslinien der von FX und i-'Fgebildeten 
Winkel die Gerade XF treffen (117). Dieser Satz gicbt ein neues 
Mittel dazu, einen Kegelschnitt mit einem gegebenen Brennpunkte 
durch drei gegebene Punkte zu legen. (Vergl. 106.) 

125. Hilfsatz. Wenn Geraden von einem festen Punkte 
an vier Punkte A, B, C, D einer Geraden, eine andere Gerade in 
A', B', C, II' treffen, so ist 

AC BO^ ÄQ' S'O' 
AV'' BD'" Äß' ■ £'!>' ' 
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Aus dieser Relation, die in den grösserrai Elenientarbiicliern 
bewiesen wird, folgt, dass, wenn A und if in Bezieliung auf C 
und D harmonisch verbunden sind, auch A' und B' in Beziehung 
auf C und D' harmonisch verbunden sein müssen. 

126. Wenn ein Kegelschnitt einen gegebenen Brennpunkt F 
und zwei gegebene Tangenten hat, ist der Ort der zu F gehörigen 
Leitlinie ein Punkt. Dieser Punkt liegt auf der Geraden, welche in 
F senkrecht steht auf der von F an den Schnittpunkt P der Tan- 
genten gezogenen Geraden FP, und ist mit F bannonisch ver- 
bunden in Beziehung auf die Schuittpunkte mit den zwei Taugenten. 

137. Wenn ein Kegelschnitt eme gegebene Leitlinie hat und 
durch zwei gegebene Punkte geht, so ist der Ort des zur Leitlinie 
gehörigen Brennpunktes ein Kreis, dessen Centrum sich auf der 
Verbindungsgeraden der gegebenen Punkte befindet. — ■ Das Ver- 
hältniss der Abstünde des Brennpunktes von den gegebeneu 
Curveupunkten wird nämlich bekannt sein (siehe 113. und den 
Specialfall von 10.}. 

128. Wenn ein Kegelschnitt mit gegebener Excentricilät e 
durch einen gegebenen Punkt gebt, und wenn noch ein Brenn- 
punkt, oder eine Leitlinie, gegeben ist, so wird der Ort der zu- 
gehörigen Leitlinie, resp. des zugehörigen Brennpunktes, ein Kreis 
sein mit Centrum im gegebenen Punkte (113). 

129. Wenn eine Tangente eines Kegelschnittes den Winkel 
m mit einer Leitlinie und den Winkel n mit der Geraden von ihrem 
Schnittpunkte R mit der Leitlinie an den zu dieser gehörigen 
Breniipunltt bildet, so ist (119) 



wo die zwei Vorzeichen den zwei vom selben Punkte der Leitlinie 
ausgebenden Tangenten entsprechen. 

Dadurch findet mau, dass, wenn die ExcentricitSt, eine Tan- 
gente und eine Leitlinie eines Kegelschnittes gegeben sind, der 
Ort des der Leitlinie gehörigen Brennpunktes aus zwei Geraden 
durch R besteht. Dasselbe folgt auch aus 116., woraus man noch 
folgern kann, dass auch die Orte der anderen mit dem Kegel- 
schnitte verbundenen charakteiisirten Punkte (des anderen Brenn- 
punktes, der Scheitel etc) aus Geraden duich R bestehen 

Im Falle e = 1 wird die eme dei Geladen, welche den Ort 
des Brennpunktes bilden, mit der gegebeneu Leitlinie zusainmen- 
falleu und entspricht einem unendhch flachen Kegelschnitte (39, 2; 
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54, 1; 67, l); die andere, nird tlrr Orl. der Itreiiii|jiii]ltte der Parabpln 
sein, weiche eine gegebene Ijeiüinie und eini: yeguljene Tangente 
iiaben. 

tfebungsaufgaben, 

1) Den Ort der Endpunkte von Strecken der Tangenten eines 
Kegelschnittes, welclie, yon dem Beiiitirmigspunktc aus gerechnet, 
von einem Brennpuiilile unter einen gegebenen Winkel gesellen 
werden, zu finden. 

2) Den Ort der Tangenten einer Reihe von Kegelschnitten, 
die einen Brennpunkt und die zugehörige Leitlinie gemein haben, 
in ihren Schnittpunkten mit einer festen Geraden zu finden. 

3) An einen gegebenen Kegelschnitt eine Tangente zu legen, 
deren durch den Berührungspunkt und den Schnittpunkt mit einer 
Leitlinie begreuzle Strecke von einem gegebenen Punkt der Brenn- 
punktsachse unter einem rechten Winkel gesehen wird. 

4) Den Oi't der Geraden zu linden, die dnrch einen beweg- 
lichen Punkt einer LeitUnie eines Kegelschnittes zur Berührungs- 
sehne desselben Punktes parallel. gezogen werden. (Die Berührungs- 
seline eines Punktes ist die Verbindungslinie der Berührungspunkte 
der vom Punkte ausgehenden Tangenten). 

5) Zwei Kegelschnitte mit einem gemeinschaftlichen Brenn- 
punkte sind gegeben. Eine Gerade zu construiren, auf welcher die 
Kegelschnitte Sehnen abschneiden, die vom gemeinschaftlichen Brenn- 
punkte unter gegebenen Winkeln gesehen werden. 

6) Ein Vieleck ist dem einen von zwei Kegelschnitten, die 
einen Brennpunkt und die zugehörige Leitlinie gemein haben, ein- 
geschrieben, dem anderen umgeschrieben. Zu beweisen, dass in 
diesem Falle unendlich viele Vielecke in dersel]>en Verbindung mit 
den zwei Kegelschnitten stehen. 

7) Für welche Werthe von n kann man mittelst des Lineals 
und des Zirkels einem gegebenen Kegelschnitte ein n-Eck ein- 
schreiben, das einem unbekannten Kegelschnitte, der einen Brenn- 
punkt und die zugehörige Leitlinie mit dem gegebenen gemein hat, 
umgeschrieben ist? 

8) Einen Kegelschnitt zu construiren, der zwei gegebene 
Tangenten und einen gegebenen Brennpunkt hat, wenn die diesem 
zugehörige Leitlinie vom Schnittpunkte der gegebenen Tangenten 
einen gegebenen Abstand haben soll. 

9) Eine Hyperbel mit einer gegebenen Leitlinie und einer 
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gRgehenen A'-jinj totenriLlitun^ dnnh zwpi gpj,pbLne Piml tp zu 
legen. 

10) Eiiitn kcgeKchnitl 7U construiieii wenn die beiden LeiL 
linien, eine Tangente und ihi Bernlnimgspunkt gegeben sind 

11) Einen KegeUrhnitt m construuen, wenn eint langeuli, 
und iln Berührungspunkt, die Excentiicital und entwedei ein 
Brennpunkt odei eine Leitlinie gegeben sind 

12) Einen Kegeisihnitt mit gegebenei Excentricitat, unei 
gegebenen Leitlinie, einei gegebenen Tingente und einer gegebenen 
Normale zu constniiren 

13) Zu beweisen, dass alle Kegelschnitte mil einem gegebenen 
Brennpunkte, welche eine durch diesen gebende deiddc in festen 
Punkten schneiden, denselben Parametei haben 



VI. DBrchmesser. 

130. Wir haben schon die durch das Centrum einer Ellipse 
oder Hyperbel gehenden Geraden die Durchmesser dieser Curyen 
genannt (30. und 45,). Eine Ellipse wird von jedem Durchmesser 
und eine Hyperbel von demjenigen Durchmesser, der im selben 
Paare der von den Asymptoten gebildeten Scheitelwinkel wie die 
Brennpunktsachse liegt, in zwei Punkten getroffen. Die übrigen 
Durchmesser der Hyperbel treffen sie gar nicht (53). 

131. Wenn ein Durchmesser die Curve zweimal trifft, sind 
die Tangenten in den Schnittpunkten parallel; umgekehrt ist die 
Gerade, welche die Berührungspunkte zweier parallelen Tangenten 
verbindet, immer ein Durchmesser. (Folgt aus den Tangcnfeii- 
constructionen 68. und 70.). 

132. Indem man die Parabel als Grenzform einer Ellipse 
oder einer Hyperbel, deren Centrum dann unendlich entfernt ist, 
betrachtet, muss man die mit der Achse parallelen Geraden die 
Durchmesser der Parabel nennen. Eine Parabel wird von 
jedem Durchmesser in einem Punkte getroffen (62). 

133. Beim Studium der wichtigen Eigenschaften der Durch- 
messer benutzen wir für alle drei Arten von Kegelschnitten den 
folgenden Satz: 

Wenn eine Tangente eines Kegelschnittes mit einer Sehne Ji^F 
parallel ist, so wird ihr Berührungspunkt Z der Mittelpunkt der 
von ihren Schnittpunkten Q und Ä mit den Tangenten in X 
und F begrenzten Strecke sein. 
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Verbinden wii-j um dieses zu beweisen, einen Brennpunkt F der 
Ciirve mit dem Schnittpunkte /-* der zwei Tangenten X (J und VR, 
und mit den Punkten X, Q, Z, Y, R. Dann ist (80) 

^XFQ = ^^QFZ, ■^ZFR = ^RFF, -^XFP^-^PFF 
und also 

AXFO:AOFZ= FX'.FZ 

A ZFR : A RFF = FZ : FF 

ARFr:AXFO = A PFV-.AXFP^^^ FY:FX. 

Durch Multiplication erhält man aus diesen Gleicliungen A QFZ 
■=-= A ZFR und also QZ = ZR. 

134. Der Satz 133 wird dazu dienen zu beweisen, dass der 
Ort der Mittelpunkte einer Reihe von parallelen Sehnen 
immer ein Durchmesser ist. Bei der Tollständigen Beweis- 
führung für diesen Satz, und hei der weiteren Verfolgung seiner 
Consequenzen, wird es bequem sein die Ellipse und Hyperbel für 
sich, und die Parabel für sich zu betrachteu. Wir bemerken jedoch 
schon hier, dass er, folgendermassen begrenzt, unmittelbar aus 
183. folgt: 

Der Ort der Mittelpunkte einer Reihe von Sehnen einer Ellipse 
oder Hyperbel, die mit zwei Tangenten der Curven parallel sind, 
ist der durch die Berührungspunkte der Tangenten gehende Durch- 
messer. — Bezeichnen wir nämlich die zwei Berührungspunkte 
durch Zj und Z^, die Endpunkte einer willkürlichen Sehne der 
Reihe durch X und Y, ihren Mittelpunkt durch M und den Schnitt- 
punkt der Tangenten in X und y durch P, so liegen (wegen 133.) 
P, M und Zj auf einer Geraden, ebenso P, M und Z^. Diese 
Geraden müssen zusammenfallen in den Durchmesser Z, Zg. 

Hierdurch Ist der Hauptsatz für die Ellipse schon vollständig 
bewiesen. 

Anmerkung: Wir haben hier schlechthin den Durchmesser, 
das heist die unendliche Gerade den Ort gewisser Punkte genannt, 
wenn selbst nur der durch Z, und Z^ auswendig oder inwendig 
begrenzte Theil dieser Geraden wirklich solche Punkte enthält. 
Wir werden uns auch in der Folge dieser gewöhnlichen Redensart 
bedienen und eine Gerade oder Curve den geometrischen Ort ge- 
wisser Punkte nennen, wenn selbst nur alle Punkte eines begrenzten 
Theiles dieser Linie — und keine andern Punkte der Ebene — 
die solche Punkte charakterisirende Eigenschaft haben. 
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1) Ellipse und Hyperbel. 

135. Die Sehnen, wclcbo die Endpunkte eines Durchmessers 
mit eiuem. willkürlichen Curvenpnnkte verbinden, werden supple- 
mentäre Sehnen genannt. 

Eine Figur zeigt unmittelbar, dass der Durchmesser, welcher 
der einen von zwei supplementären Sehnen parallel ist, die andere 
halbirt, und umgekehrt. Von zwei supplementären Sehnen ein«' 
Hyperbel ist immer die eine einem solchen Durchmesser parallel, 
der die Curve schneidet, die andere einem solchen, der die Curve 
nicht schneidet (53. und 130.), Einen Grenzfall yon supplementären 
Sehnen einer Hyperbel bilden zwei parallel mit einer Asymptote 
durch die zwei Schnittpunkte eines Durchmessers gezogene Geraden. 

136. Die Sehnen, welche einer gegebenen Reihe von parallelen 
Sehnen supplementär sind, bilden selbst eine Reihe von parallelen 
Sehnen. — Wenn nämlich die gegebenen Sehnen mit zwei Tangenten 
parallel sind, haben wir in 134. bewiesen, dass sie von eiuem festen 
Durchmesser halbirt werden, und mit diesem müssen dann die supple- 
mentären Sehnen parallel sein (135). Wenn dagegen die gegebenen 
Sehnen mitkeinerTangenteparallelsind, also beideZweigederCurve, die 
dann eine Hyperbel ist, schneiden(53),somuss jede supplementäre Sehne 
einen Zweig schneiden, also mit zwei Tangenten parallel sein und folgUch 
(134)von dem Durchmesser, welcher die Berühiiingspunkte dieser Tan- 
genten verbinde!, halbirt werden. Dieser Durchmesser ist mit der ge- 
gebenen Reihe von Sehnen parallel (I3ö), also fest, und folglich bleiben 
die mit den supplementären Sehnen parallelen Tangenten auch fest. 

137. Der Ort der Mittelpunkte einer Reihe von parallelen 
Sehnen ist ein Durchmesser. In dem in der Beweisfiihrung Von 
134. nicht berücksichtigten Falle folgt der Satz aus 136-, indem 
alle Sehnen von dem mit den supplementären Sehnen parallelen 
Durchmesser halbirt werden. 

138. Wenn ein Durchmesser die mit einem andern Durch- 
messer parallelen Sehnen halbirt, wird auch der andere die mit 
dem ersten parallelen Sehnen halbiren (136. und 137.). Solche 
Durchmesserpaare werden conjugirte Durchmesser genannt. Die 
Achsen sind conjugirte Durchmesser. 

139. Man findet die Richtungen sämmtlicher Systeme von 
supplementären Sehnen und sämmtlicher Paare von conjugirten 
Durchmessern, indem man die Endpunkte eines festen Durchm 
mit einem Punkte, der die ganze Curve durchläuft, vei'bindet. 
durch erhält man die folgenden Lagen Verhältnisse: 
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Zwei Paare von conjiigicten Diircliniessern einer Ellipse 
trennen sicli, das heisst, die Durchmesser dej einen Paares liegen 
in verschiedenen der vom anderen Paare gebildeten Scheilelwinkel- 
paare. Dagegen trennen zwei Paare von conjugirten Durchmessern 
einer Hyperbel sich nicht. Zwei conjugirte Durchmesser einer 
Hyperbel trennen die Asymptoten. Ein Durchmesser einer Hyperbel, 
der mit einer Asymptote zusammenfallt, ist sein eigener conjugirter 
Durchmesser. Wenn man die snpplemenlaren Sehnen von den 
Endpunkten der Brenn punktsachse ausgeben lässt, wird man weiter 
sehen, dass die Achsen die einzigen conjugirten Durchmesser sind, 
welche rechte Winkel bilden; nur im Kreise sind alle conjugirte 
Durchmesserpaare rechtwinklig. 

140. Die Geraden XX' und YY', welche die Endpunkte 
zweier parallelen Sehnen XF und X' Y" verbinden, schneiden sich 
in einem Punkte des Durchmessers, welcher die Sehnen haibirl. 
Durch Zusammenfallen der Sehnen sielit man, dass die Tangenten 
in den Endpunkten einer Sehne sich in einem Punkte des die 
Sehne hsibirenden Durchmessers schneiden. Im Falle, wo der 
Durchmesser die Curve schneidet, ist dieses schon in 134. bewiesen. 

Von einem Durchmesser, welcher die Curve schneidet, sind 
die auf ihrer concaven Seite gelegenen Punkte Sehnenmitteipunkte, 
die auf der convexen Seite gelegenen Punkte Tangentenschnitt- 
punkte; alle Punkte eines die Curve (Hyperbel) nicht schneidenden 
Durchmessers haben beide Eigenschaften. 

141. Concentrische, ähnliche und ähnlich gelegene Ellipsen 
oder Hyperbeln haben die selben conjugirten Durchmesser, Dies 
zeigt sich, wenn man entsprechende Sehnen der ähnlichen Figuren 
betrachtet. 

143. Das Product (siehe Fig. 6 auf der nächsten Seite) 
2iQ-Z^^Qy der Strecken zweier festen und parallelen Tangenten 
von ihren Berührungspunkten bis zu ihren Schnittpunkten mit 
einer beweglichen Tangente ist dem Producte der Brennstrahlen an 
einen der festen Berührungspunkte gleich. Obschon die Brennstrahlen 
als positiv gerechnet werden, muss man doch diesem Werthe des 
Productes das Zeichen -f- geben für die Ellipse, das Zeichen -^ 
für die Hyperbel. — Verbinden wir, um diesen Satz zu beweisen, 
den Brennpunkt /' mit den Punkten /, 2^, Q und Oi und mit 
dem Berührungspunkte X der beweglichen Tangente, dann ist, 
weil die Bremistrahleii gleiche Winkel mit den parallelen Tangenten 
bilden, 

ifi FZQ = i: 0,Z,F= i < ZFZ,. 



yGoosle 



Ausserdem giebt 80., Uass 



Also 



•^ QFZ = 1 -^ ÄFZ. 



und folglich -^ O^Z = -^ i-'ft^i 

woraus ZQ: FZ= FZ^ : /, ft. 

Da FZ^ dem Brennstrahle vom andern Brennpunkte an 2 gleich 
ist, wird diese Proportion eben den zu beweisenden Satz ausdrücken. 

143. Das Product ZQ.ZR der Strecken einer Tangente 
vom Berührungspunkte Z 
bis zu den Schnittpunkten 
Q und R mit zwei con- 

Q jugirten Durchmessern 
ist, mit dem Zeichen -H 
für die Ellipse und dem 
Zeichen -j- für die Hyper- 
■ bei, dem Product e der 
Brennstrahlen an den Be- 
rührungspunkt gleich. — 
Dieser Satz ist eine Folge 
vonl42., indem dieDiu'ch- 
messer Q und Q^, die 
wegen 140. die supplemen- 
tären Sehnen Z^X und 
^fl ZX halbiren, conjugirt 
sind. — Weil die Tangente 
in Z mit dem Z^Z con- 
"^' '*■ jugirten Durchmesser 

parallel ist (134), konnte man auch aus diesem Satze die in 139. 
beschriebenen Lagenverhältnisse zweier Paare conjugirter Durch- 
messer herleiten. 

144. Wenn zwei conjiigirte Durchmesser die Winkel v und v' 
mit der Brennpunktsachse bilden, ist tg !> . tg r' = e^ — 1. Dies 
zeigt sich durch Anwendung von 143. auf den Fall, wo ZiZ die 
Brennpunktsachse ist. 

145. Die Länge eines Durchmessers in einer Ellipse ist 
2 Yff^, wenn f und /i die Längen der Brennstrahlen an den Be- 
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riihningspimkL einer mit dem Durclimessi;r parallelen Tangente 
sind. — Dies zeigt sich durch Anwendung von 142. auf den Fall, 
wo die Tangente QiQ mit Z^Z parallel ist. 

146. Die Asymptoten einer Hyperbel schneiden eine will- 
kürliche Tangente in zwei Punkten, welche dieselbe Entfernung 
vom Berührungspunkte haben, und die von einander nm 2 y/f^ 
entfernt sind. — Dies folgt aus 143., indem man die zwei con- 
jugirten Durchmesser mit einer Asymptote zusammenfallen lässt 
(139). Es wird — wegen der Uehcreinstimmung mit dem in 14ö. 
gefundenen Ausdmcke — bequem sein, die gefundene durch die 
Asymptoten begrenzte Strecke einer Hyperbeltangente 
„die Länge des mit der Tangente parallelen Durch- 
messers" zu nennen. Eben weil dieser Durchmesser die Hyper- 
bel nicht schneidet, und also an und für sich gar keine Länge 
hat, wird durch die Einführung dieser Benennung gar keine 
störende CoUision entstehen können. Die Länge 2Ö der zweiten 
Achse der Hyperbel wird 2« ]/£* — ^ = 2 Yc^ — «% und ganz 
wie für die Ellipse (33), bat man für die Hyperbel p = , in- 
dem p der Parameter ist (48). Man hat weiter tg fl »= — (61). 

Die Hälfte der wirklichen und dei' hier delinirten Längen von 
Durchmessern werden wir Halbmesser nennen. 

147. Ein Durehmesser einer Hyperbel halbirt auch die durch 
die Asymptoten begrenzten Strecken der mit dem conjugirten Durch- 
messer paralleler Geraden (146). Hyperbeln mit denselben Asym- 
ptoten haben also dieselben conju^rten Durchmesser. Weil die- 
jenigen Hyperbeln, die in denselben von den Asymptoten gebildeten 
Scheitelwinkeln liegen, dieselbe Excentricität haben (51) und also 
ähnlich sind (116), ist der hier gefundene Satz theilweise eine 
Folge von 141. 

148. Wenn a' und b' zwei willkürliche conjugirte Halbmesser 
einer Ellipse, rcsp. Hyperbel sind^ so wird a'^ -)- b'^ resp. a'^ — b'^ 
einen constantcn Werth haben. -— Weil nämlich wenigstens einer 
der Durchmesser die Curve wirklich schneidet, können wir an- 
nehmen, dass dieses mit 2 a' der Fall ist und seinen einen End- 
punkt Ä nennen, a wird dann Medianlinie sein in einem Drei- 
ecke XFiFmii den Seiten F^F='2sa, FiX = f^ und FX===f. 
Man hat dann (145. und 146.) 

2 (a'ä + ,»«=) =f +/;= = i«^ + 2//; = 4«^ + 2ft'*, 
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nuans indLm + J = « (1 — «Oj 

folgt a + ö ■^ -= a' + ö^. 

140 Wnii i «Hfl ö zwei wilikiirliche conjiigirle Halbmesser 
Liiier Ellipse rdei Hypeibel sind, und k der von ihnen gebildete 
Winkel ist, hat ah Mn c einen constanten Werth. — Bezeichnen 
WH ndmlich duich M und V^, die Projectionen der Brennpunkte F 
nnd F^ lut die Tangente in einem Endpunkte X des Durch- 
messers 2«, so hat man (71. und 145., 146.) 

YX __ P.X __ FX + fi X ^ __%a 

FM" ~~ F.M. PM + F, Jtf, 2o' sin K 



y FX ■ .F, X , ^V_ 
^ y FM ■ F, M, ~ Ö ■ 
Für die Hyperbel ist dieser Satz auch eine Folge von 84., 
oder würde umgebehrt einen neuen Beweis von 84. geben. Fiii' die 
Ellipse kann er auch so ausgedrückt werden: Ein von zwei con- 
jugirten Halbmessern und einer Sehne einer Ellipse begrenztes 
Dreieck hat ein constantes Areal. 

150. Aufgabe: Eine Hyperbel zu ctfnstrniren wenn die Lagen 
und Grössen zweier conju^rten Halbmesser gegeben sind; wir 
setzen dabei voraus, dass es auch bekannt ist, welcher der Durch- 
messer die Curve wirklich schneidet. — AuflSsimg: Durch das Ge- 
gebene sind das Centrum 0, ein Curvenpnnkt Z, die Tangente in 
diesem Punkte, ihre Schnittpunkte G lind öj mit den Asymptoten, 
also auch die Asymptoten völlig bestimmt. Die Achsen sind dann 
die Halbirungslinien der Asymptotenwinkel, die Br«nnpunktsachse 
diejenige, welche die endliche Sti'ecke G G^ trifft. Wegen 84. (149) ist 
weiter der Abstand c der Brennpunkte vom Cenlrum dem geome- 
trischen Mittel der Strecken OG und OGy gleich, Dass nun auch 
umgekehrt die durch die Lagen der Brennpunkte und den Asym- 
ptotenwinkel völlig bestimmte (51) Hyperbel wirkhch die gegebenen 
Bedingungen erfüllt, folgt aus den benutzten Sätzen. Die Aufgabe 
ist also immer möglich und hat eine einzige Auflösung. Die ge- 
suchte Hyperbel kann dann auch durch die Brennpunkte und den 
Punkt Z bestimmt werden. 

151. Aufgabe: Eine Ellipse zu constiuiren, wenn die Lagen 
und Gi'össen zweier conjugirten Durchmesser gegeben sind. — 
Diese Aufgabe lässt sich leicht auf die vorige zurückführen. Für 
die mit der gesuchten Ellipse confocale Hyperbel, welche durch 
den Endpunkt Z eines der gegebenen Durclunesser geht, hat näm- 
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lieh der diesem Dnrehmesser conjugirte Dui'Riimcsser ilicselhe Länge 
wie für die Ellipse (145. und 146.), und er ist auf dem conju^rten 
Durctunesser der Ellipse senkrecht, weil die Curven sich rechtwinklig 
schneiden (94). Die Brennpunkte dieser Hyperbel, welche auch der 
Ellipse gehören, werden also hestimmt wie in 150. und die Auf- 
gabe wird immer möglich und hat nur eine Auflösung. In folgender 
Weise kann man die AuflSsnug unabhängig von der Hyperbel aus- 
drücken: Von einem Endpunlite Z einer der gegebenen Durch- 
messer 2ß' zieht man eine Gerade senkrecht auf den anderen 2?»', 
und bestimmt auf dieser Geraden zwei Punkte G und Gj so, dass 
GZ= ZG^^h'. Dann ist die Brennpunktsachse diejenige der 
Halbirungslinien der von OG und OG^ gebildeten Winkel, welche 
die endliche Strecke G^G trifft, und der Absland c der Brenn- 
punkte vom Centrum ist das geometrische Mittel der Strecken 
QG und ööj. 152. wird ein Mittel zu unmittelbarer Constniction 
der Längen der Achsen enthalten. 

153. An die in 150. und 151. gegebenen Consti'uctionen knüpft 
sich eine merkwürdige Verbindung*) von zwei Paaren confocaler 
Kegelschnitte. Das erste Paar besteht aus einer Ellipse {x) und 
einer Hyperbel (j/) mit den Brennpunkten F und F^ und dem 
Centrum 0, das andere aus der Ellipse (g) und der Hyperbel (ij), 
deren Brennpunkte die Schnittpunkte G und G^ der Asymptoten 
der Hyperbel (y) mit der Tangente in einem ihrer Schnittpunkte / 
mit (a:) sind, und die durch gehen. Die Asymptoten der Hyper- 
bel (^) werden die Geraden ZF und ZF^ sem (150. und 146.), 
und die Verbindung der zwei Paare von Kegelschnitten wird also 
eine gegenseitige sein. 

OZ ist ein gemeinschaftlicher Halbmesser d aller vier Kegel- 
schnitte. Sein conjugirter Durehmesser in einem Paare {x), {y), 
resp. (I), (ij), ist dem Centi'alab stände y, resp. c, der Brennpunkte 
im anderen Paare gleich. Bezeichnen wu- noch die Halbachsen der 
Kegelschnitte (a^),(!/), (|),(7j) durch ö,ö; ff,,?*,; f(,)3; Ki,ft; so haben 
wir (148) die folgenden Gleichungen 
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und (29. und 146,) 

Hieraus erhält man durch Subtraction der ersten und dritten 
Gleichung (1) und durch Einsetzung der ersten Ausdrücke (2) für 
]•* und <?, dass (^ = «*, und also, weil wir die Achsen als positiv 
rechnen, a ^ a. Ganz ebenso erhält man h = a^, a^ = (3, &i = ß^. 
Also: die Achsen der Ellipse des einen Paares sind den Breun- 
punktsachsen des andern Paares gleich, und die Achsen der Hyperbel 
des einen Paares sind den zweiten Achsen des andern Paares gleich. 

Man erhält dadurch die folgende neue Bestunmung der Achsen 
der in 151. gesuchten Ellipse: 

2ß = ÖO + fiiÖ, 2b= GO — G^O, 
indem wir G0> G-^O voraussetzen. 

Als Ucbung empfehlen wir eine directe Herleitung der hier 
gegebenen Bestimmung aus 143., 148. und 149. 

Einige Constructionen, die sich an die Bestimmung der Ellipse 
oder Hyperbel durch zwei conjugirte Durchmesser unmittelbar an- 
schliessen, werden später folgen (166. und 173.). 

15S. Wenn ein Durchmesser eine Ellipse oder Hypeibel in 
Zj und Z schneidet, wenn M der Mittelpunkt und Ä ein Endpunkt 
einer durch Z^Z halbirten Sehne ist, und wenn wir durch 2(i' 
und 2b' die Längen von Z^Z und von seinem conjugirten Durch- 
messer bezeichnen, so ist 

MX' _ , £^ 
'Z,M . MZ ± «'^' 
indem das obere Zeichen der Ellipse das untere der Hyperbel ent- 
spricht. — Aehnliche Dreiecke in F%. 6 Seite 42 geben nämlich 
MX _ ZQ MX _ Z,Q, 

'Z,M ~~ OZ MZ ^ Z^O ' 

woraus man durch Multiplication die zu beweisende Relation ei'hält 
(142). Wenn wir die halbe Sehne MÄ (die Ordinate) y und die 
Strecke OM (die Absclsse) x nennen, so kann diese Relation ge- 
schrieben werden; 

Wenn umgekehrt diese Relation gegeben istj und MX = y 
eine constante Richtung hat, wird der Punkt JT eine Ellipse, resp. 
Hyperbel durchlauten. Man kann nämlich eine solche bestimmen 
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durch den Durchmesser Z^Z = 2 a' und den mit der gegehenen 
Richtung parallelen Durchmesser 26' (151. und 150.). Die Punkte 
dieser Curve und kein anderer Punkt einer Geraden von der ge- 
gebenen Richtung, erfidlen dann die gegebene Relation. 

Die gefundene Bestimmung der Punkte einer Ellipse oder 
Hyperbel ist diejenige, durch welche man in der analytischen 
Geometrie diese Curven auf zwei conjugirte Durchmesser, specielt 
auf die Achsen, bezieht. 

154. Durch die Lagen eines Paares conjugirter Duichmesser 
und zwei Gurvenpunkle ist ein Kegelschnitt immer und eindeutig 
bestimmt. Dies folgt aus 153., wo man aus zwei gegebenen Werlh- 
paaren von x und y, die Werthe von -75 und + jTi herleiten 
kann. Der eine dieser Werthe ist immer positiv, und man kann 
die Benennungen so wählen, das dieser -r^ wird; je nachdem der 
andere positiv oder negativ ist, wird die Curve eine Ellipse oder 
Hyperbel sein. 

Um eine constructive Bestimmung zu haben, konnte man mittelst 
der gegebenen Punkte noch ein Paar conjugirter Durchmesser be- 
stimmen und dann die nachfolgende Construction benutzen. 

155. Aufgabe. Die Lagen zweier Paare von conjugirten Durch- 
messern sind gegeben, die Lagen der Achsen und das Verhältniss 
ihrer Längen zu bestimmen. — Aviflösung: Es wird immer durch 
einen willkürlichen Punkt Z eines der Durchmesser ein Kegelschnitt 
gehen mit denselben Lagen aller conjugirter Durchmesser (141. und 
147.), also auch der Achsen, und mit denselben Verbälüiissen der 
Achsenlängen (141. und 146.). Die Tangente dieses Kegelschnittes 
in / ist mit dem conjngu-ten Durchmesser parallel. Wenn Q und 
R die Schnittpunkte dieser Tangente mit dem anderen gegebenen 
Paare von conjugirten Durchmessern sind, so ist die Curve eine Ellipse 
oder Hyperbel je nachdem Z auf der endlichen Strecke QR liegt 
oder nicht, und der dem OZ conjugirte Durchmesser hat die Länge 
yQZ. ZR, resp. YZQ . ZR. Die Aufgabe ist also auf 151. oder 150, 
zurückgeführt. Man könnte übrigens mehr direct die Lagen der 
Achsen dadurch bestimmen, dass ihi e bchnitt punkte mit dei Tangente 
auf der Kreisperipheue mit Cenli um auf Uei Tangente hegen müssen 
welche die Gerade OZ ya denselben Punkten wie die durch 0, Q 
und R gehende KiPispciiphene schneidet (14fS) 

156. Die bis jetzt behandelten Constiuctionsiuf^ahtn sind 
mittelst des Lineals und Aat> Zukels gelost ohne diiecte Benutzung 
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gezeichneter Kegels clinitle, und wenn wir nicht ausdrücklich anders 
sagen, werden wir auch in der Folge diese Forderung festhalten. 
Man kann sich aher auch die Kegelschnitte so genau gezeichnet 
denken, dass sie zur Ausführung der Constructionen benutzt werden 
können. Bei solchen Constructionen werden die Durchiuessersätze 
oft nützlich sein. Man findet; die Durchmesser eines vollständig 
gezeichneten Kegelschnittes durch Verbindung der Mittelpunkte zweier 
parallelen Sehnen. Zwei Durchmesser bestimmen das Cenirum, durch 
welches man dann die conjugirten Durchmesser ziehen kann. Man 
erhält dadurch die Lagen der Achsen und Asymptoten (156), durch 
die Asymptoten auch die Längen der nicht schneidenden Durch- 
messer, und endlich die Brennpunkte (am bequemsten durch die 
Längen der Achsen). Die Lagen der Achsen Hessen sich auch be- 
stimmen durch einen mit dem Kegelschnitte concentrischen Kreis, 
welcher die Curve schneidet. Die Mittelpunkte der Sehnen, welche 
er mit dem Kegelschnitte gemein bat, und welche nicht durch das 
Centrum gehen, müssen nämlich auf den Achsen liegen. Mittelst 
der Durchmesserssatze kann man auch leicht ohne Achsen oder 
Brennpunkte voraus zu construiren, an einen solchen gezeichneten 
Kegelschnitt . die Tangente in einem gegebenen Punkte, oder die 
mit einer Geraden parallelen Tangenten legen. [Wenn die gefundenen 
Durchmesser parallel sind, muss die Curve eine Parabel sein, deren 
Achse und Brennpunkt sich leicht bestimmen lassen; siehe im 
Folgenden 158]. 

157. Die Sehnen, welche vom Centruin einer Ellipse oder 
Hyperbel (mit den Achsen 2« und 2b) unter einem rechten Winkel 
gesehen werden, haben alle denselben Abstand vom Centrum , 

(+ für EU. — für Hyp.). — Ist nämlich die Sehne diejenige, 
deren Hälfte wir in 153. durch MX ^= y bezeichnet haben, so wird 
X = y, und der Abstand wird dann, indem die Sehne mit dem 
halbirenden Turchmesser den Winkel « bUdet, 



(148. und 149.). 

TJel}iuig sauf gaben. 
Die gegebenen Kegelschnitte mögen liier, wie im Vorher- 
gehenden, durch die Brennpunkte und die Länge der Brennpunkts- 
achse bestimmt sein. Es wird aber auch ntitzUch sein zu unter- 
suchen, welche Erleichterungen man haben wird, wenn es erlaubt 
ist eine gegebene Curve als genau gezeichnet zu benutzen. 
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1) In eiiKif gegebenoti Richtung eine Gerade zu /iehfsn, auf 
welcher eine gegebene Ellipse otler Hyperbel eine Sehne von ge- 
gebener Länge bestimmt. 

2) An eine gegebene Hyperbel eine Tangente so zu legen, dass 
ilire Schnittpunkte mit den Asymptoten eine Strecke von gegebener 
Länge begrenzen, 

3) Die Lagen zweier Paare von conjugirten Durchmessern sind 
gegeben. Durch einen gegebenen Punkt eine Sehne so zu legen, 
dass dieser Punkt ihr Mittelpunkt wird. 

4) Ein Paar conjugirter Durchmesser eines gegebenen Kegel- 
schnittes zu finden, welche auf einer gegebenen Tangente eine Strecke 
von gegebener Länge begrenzen. 

5) Ein Paar conjugirter Durchmesser eines gegebenen Kegel- 
schnittes zu bestimmen, welche einen gegebenen Winkel bilden. 

6) Einer gegebenen Ellipse ein Parallelogram noizu schreiben 
von gegebenem Areal und mit gegebener Lage der einen Seite. 
Welcher ist der kleinste Werth, den dieses Areal haben kann? 

7) Zu beweisen, dass der Ort der Mittelpunkte der Sehnen 
einer Ellipse, welche — wenn nöthig verlängert — durch einen 
festen Punkt gehen, eine ähnliche und ähnlich gelegene Elhpse ist, 
von welcher das Centrum der gegebenen Curve und der gegebene 
Punkt die Endpunkte eines Durchmessers sind. Bleibt dieser Satz 
ganz unverändert, wenn man die Ellipse durch eine Hyperbel er- 
setzt? Wie wird er lauten, wenn man sie durch ein Paar von 
Geraden ersetzt? 

8) An eine gegebene Ellipse oder Hyperbel eine Tangeute zu 
legen, deren Schnittptmkte mit einem andern gegebenen, mit dem 
ersten concentrischen Kegelschnitt, eine Strecke begrenzen, welche 
*om Centrum unter einem rechten Winkel gesehen wird. 

2) Parabel, 
158. Der Ort der Mittelpunkte M einer Reihe von parallelen 
Sehnen XY einer Parabel ist der Durchmesser (132), welcher 
durch den Berührungspunkt der mit den Sehnen parallelen 
Tangente geht; derselbe Durchmesser ist Ort der Schnittpunkte P 
der Tangenten in den zusammengehörigen Sehnenendpunkten X 
und Y. — Beweis: Wenn T und V die Projectionen von X und Y 
auf die LeitUnie sind, so hat erstens M denselben Abstand von den 
Geraden TX und JJY, und befindet sich also auf der Mittelgeraden 
dieser Geraden; weiter sind T und V die symmetrischen Punkte 
des Brennpunktes F in Beziehung auf die beiden Tangenten PX 
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und PY, also ist PT== PF=^ PU und P wird sich auf der- 
selben Mittelgei'adeu befinden. Wegen 133. geht dieser noch durch 
den Berührungspunkt /, und weil dieser Punkt und die mit der 
Achse parallele Richtung der Geraden PZM während der Bewegung 
der Sehne XY fest bleiben, so ist der Satz bewiesen — Die Achse 
gehört als Durchmesser den auf ihr senkrechten Sehnen. 

159. Wenn man durch einen Punkt X einer Parabel eine 
willkürliche Sehne XY und die Tangente XP zieht, und wenn 
der Durchmesser durch den Mittelpunkt M der Sehne die Curve 
in Z und die Tangente in P trifft, so ist PZ= ZM. — Ist näm- 
lich S der Schnittpunkt der Tangente XP mit der Tangente in Z, 
so muss S auf dem Durchmesser, welcher XZ halbirt, liegen (158). 
Weil ZS II MX ist, so erhidt man dann ZS^i^ MX und PZ = ZM. 

— Der Satz 90. ist ein Specialfall des hier bewiesenen Satzes. 

160. Wenn ein Durchmesser die Parabel in Z und eine 
willkürliche von ihm halbirte Sehne XY in M trifft, so ist das 
Viertel der Sehne XY das geometrische Mittel der Strecke ZM 
und des Brennstrahles FZ ^ f an Z. — Dezeiehnen wii- nämlich 
durch S und T die Schnittpunkte der Tangente in Z mit den 
Tangenten XP und YP in X und Y, so geht ein Kreis durch 
S, T, P und F (76). Wenn f der zweite Schnittpunkt dieses 
Kreises mit PZ ist, hat man (64) ZF' = ZF. Man findet 
also (159) 

{^XYy = ZS^ ZS-ZT=~ ZP.ZF' =^ZMFZ. 

Nennen wir die halbe Sehne MX = ^ YX (die Oi-dinale) y 
und die Strecke ZM (die Abscisse) x, die positiv gerechnet wird, 
wenn M auf der concaven Seite der Parabel liegl, so kann dieses 
Resultat geschiieben werden 

y' = Afx. 
Der umgekehrte Satz wird auf die gewohuhche Weise be- 
wiesen (vergl. 153.), 

161. Rezeichnen wir durch « und ß die Winkel, welche zwei 
Reihen von parallelen Sehnen euier Parabel mit den Durchmessern 
bilde», und durch / den Brennstrahl an den Endpunkt Z des 
Durchmessers, welcher die Sehnen der ersten Reihe halbut; dann 
wird die Strecke s, welche die beiden Durehmesser aul einer durch 
den ersten Durchmesser Jialbirten Sehne abschneiden, : — r — *- f. 

— Mit den Bezeichnungen von 160. ist nämlich, indem wir ZX 
als eine Sehne der durch 6 bestimmten Reihe betrachten 
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Ist der Durchmesser durch 7. ilie Achse, so wird « == - also 

s = 2 cot (3 ■ /" = I cot |3. 

Der gefundene Salz lässt sich auch umgekehrt dazu benutzen, 
das durch ß bestimmte zweite Sehnensystem zu finden, wenn sein 
halbireiider Durchmesse)', also s, bekannt ist. r— ^ — ist näm- 
lich das Verhältniss der Strecken, welche eine Sehne des unbekannten 
Systems (^) auf einem Durchmesser und einer Sehne des bekamiten 
Systems, vom Schnittpunkte dieser Geraden gerechnet, abschneiden. 

Der gefundene Ausdruck konnte auch zur Bestimmung von 
f dienen. Diese Grösse bleibt für eine feste Parabel constanl, 
wenn der Durchmesser, welcher die durch « bestimmten Sehnen 
halbirt, gegeben ist. Dann bleibt also aucli ^—. — ;;2rö\ constant, 
wo s mit Vorzeichen zu rechnen ist. Man kann dadurch, wenn 
die Durchmesser zweier Reihen von parallelen Sehuen einer Parabel 
gegehen sind, den Durchmesser jeder andern solchen Reihe be- 
stimmen, also auch die Achse, und auch umgekehrt die Richtung 
der von einem gegebenen Durehmesser halbirteu Sehnen. 

Dies giebt folgende neue Auflösung der in 106. inbegriffenen 
Aufgehe: eine Parabel mit gegebener Achsen richtung dm'ch drei 
gegebene Punkte zu legen. Mittelst der Durchmesser, weiche zwei 
der verbindenden Sehnen halbiren, bestimmt man die Achse und 
die Tangente in einem gegebenen Punkt. Die Lage des Brenn- 
atrahles an diesen Punkt (übrigens auch seine Länge) ist durch 
diese Tangente bestimmt (64). 

Uebungsanf gab en . 
Gegebene Parabeln mögen wie bisher durch den Brennpunkt 
und die Leitlinie bestimmt sein. Man beachte auch die Verein- 
fachungen welche eintreten, wenn eine Parabel genau gezeichnet 
vorliegt. 

1) Die Aufgaben 1. und 7. (Seite 49) für die Parabel zu lösen. 

2) Durch einen gegebenen Punkt einer gegebenen Parabel 
eine Sehne so zu legen, dass die you den Schnittpunkten mit der 
Curve und mit der Sehne begrenzte Strecke des die Sehne hal- 
bireudeu Durchmessers eine gegebene Grösse hat. 
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3) Durch z«ei ijesebene Punkte eiiiu Paraiiel so zu legen, 
dass die von einem gegebenen Durchmpsser lialhirten Sehnen eine 
gegebene Richtung haben. 

i) Zu beweiseUj dass der Ort der Sehnen einer Parabel, deren 
Projectionen auf eine auf der Achse senkrechte Gerade eine con- 
stante Grösse haben, eine mit der gegebenen congruente, in der 
Richtung der Achse verschobene Parabel ist. 

5) Den Ort der Punkte der Durchmesser einer Parabel, welche 
von den Schnittpunkten der Durchmesser mit der Curve denselben 
Abstand haben wie ihre Sclmittpunkte mit einer festen Geraden, 
zu finden. 



VII. Asyinptoteneigensdliafteii der Hyperbel; die gleich- 
seitige Hyperliel. 

Hier führen wir nur solche Eigenschaften der Asymptoten an, 
die sich nicht schon in Verbindung mit der Lehre von den Tan- 
genten oder Durchmesser oder anderswo dargeboten haben. 
Während wir früher die Ellipse und Hyperbel möglichst überein- 
stimmend behandelt haben — und seihat dazu haben die der 
Hyperbel eigenthümlicben Asymptoten uns Dienste geleistet durcli 
die Versinnlichung der Längen der nicht schneidenden Durch- 
messer — suchen wir hier dieses Hilfsmittel zur speciellen Be- 
handlung der Hyperbel zu verwerthen. Ihm gegenüber werden wir 
dann im Folgenden ein ganz verschiedenes aufstellen, das in fast 
denselben Aufgaben über die Ellipse denselben V ortheil gewährt. 

162. Das Areal eines Parallelogramms, dessen zwei Seiten 
in den Asymptoten liegen, während die dem Centrum entgegen- 
gesetzte Ecke sich auf der Hyperbel bewegt, bleibt conslant; sein 
Werth ist ^ab, indem 2a und 2ö die Achsenlängen sind. Nennen 
wir die Seiten des Parallelogramms x und y, die Excontriciläl e, 
so wird 

Der Satz folgt aus 84. (wieder bewiesen in 149.), indem das 
Parallelogramm die Hälfte des von den Asymptoten und einer Tan- 
gente begrenzten Dreieckes ist (146). — Mehr direct konnte man 
ihn aus 147. folgern (und ihn nachher zu einem dritten Beweise 
von 84. benutzen). Sind nämlich JT und Ä' zwei Punkte der Hyper- 
bel, ferner x, y und x, y die ihnen zugehörigen Parallelogramm- 
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Seiten, sind wdtci' S und T die Schnittpunkte der Geraden ÄÄ' 
mit den Asymptoten, so ]jat man 

£ __ -sx _ -s:' r y 

X "~ WT " XT ^ y 
also xy = a:'y'. 

Wenn umgekelirt Ä die bewegliclie Ecke eines Parallelo- 
gramms mit festen Lagen von zwei Seiten und mit gegebenem 
Areale ist, und wenn wii- noch iiissen, in welchem Paare von 
Scheitelwinkehi der festen Geladen das Parallelogramm liegen soll, 
so wird der Ort von X eine Hyperbel mit den Asymptoten in den 
festen Geraden sein. Die Brennpunkte der Hyperbel, welche wirk- 
lich die gegebene Eigenschatt hat, lassen sich nämlich eindeutig 
bestimmen. 

163. Das Prodiict der Strecken SJ und TX, welche auf 
einer Reihe von parallelen Geraden von den Schnittpunkten S und 
T mit den Asymptoten und einem der Schnittpunkte JT mit der 
Hyperbel begrenzt werden, bleibt constant. Folgt aus 162. Das 
constante Prodnct hat den Werth + a'^, wenn 2«' die Länge der 
mit den Geraden parallelen Durchmesser ist, und wenn man das 
obere oder untere Zeichen benutzt, je nachdem dieser Durchmesser 
die Curve schneidet oder nicht. 

164. Das Product der Strecken SS . SX', welche auf einer 
Reihe paralleler Geraden vom Schnittpunkte S mit der einen 
Asymptote und von den Schnittpunkten X und X' mit der 
Hyperbel begrenzt werden, bleibt constant (163). 

165. Die Schnittpunkte einer Geraden mit den Asymptoten 
einer Hyperbel sind harmonisch verbunden in Beziehung auf die 
Schnittpunkte mit zwei willkürlichen conjugirteu Durchmessern. — 
Dass dieser Satz von einer Tangente gilt, folgt aus 143. Dass er 
dann von jeder Geraden gelten muss, folgt aus dem Hüfsaatze 125. 

166. Aufgaben: Die Asymptoten und ein Punkt E einer 
Hyperbel sind gegeben; ohne die Achsen und die Brennpunkte zu 
bestimmen, sollen construirt werden: l) Punkte der Curven, 2) Tan- 
genten der Curve, 3) Schnittpunkte mit einer willkürlichen gegebenen 
Geraden, 4) Tangenten von einer gegebenen Richtung, 5) Tangenten 
durch einen gegebenen Punkt. 

Auflöanngen : 1) Mittelst 147, wird der Punkt J' bestimmt, 
wo eine willkürliche Gerade durch E die Curve zum zweiten Male 
trißt. 2) Die Tangente in X ist die Gerade, auf welcher X der 
Mittelpunkt der von den Asymptoten begrenzten Strecke ist. 3) Die 
dritte Aufgabe wird mittelst 163. auf die bekannte zurückgeführt: 
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zwei Strecken zu bestimmen, deren Producf und algeliraische Summe 
(Summe oder Differenz) bekannt ist (eine^ Gleichung zweiten Grades 
graphisch aufzulösen). Die vierte und fünfte werden mittelst 84. 
auf diejenige zurückgeführt: in einer gegebenen Richtung oder 
diu-ch einen gegebenen Punkt eine Gerade zu ziehen, welche mit 
den Asymptoten ein Dreieck von gegebenem Areale bilden. Auch 
zur letzten dieser Aufgaben hat man elementare Auflösungen.'^) 
Statt eine solche hier zu reproduciren bemerken wir, dass man 
umgekehrt eine Auflösung dieser bekannten AppoDonischen Auf- 
gabe haben wird, wenn man die jetzige Aufgabe durch Bestimmung 
der Brennpunkte (150) löst. 

Die Fälle wo statt £ eine Tangente gegeben ist, oder wo 
die Lagen und Längen zweier conjugirten Durchmesser gegeben 
sind (150), lassen sich leicht auf den hier behandelten zurück- 
führen. Dieselben Aufgaben lassen sich also auch dann ohne Be- 
stimmung der Brennpunkte lösen. 

167. Eine Hyperbel, deren Asymptoten einen rechten Winkel 
bilden, wird gleichseitig genannt. Die Längen zweier conjugirten 
Durchmesser, also specielf die Längen ihrer Achsen, sind einander 
gleich. Ihre Excentricität ist Y2. Die Asymptoten einer gleich- 
seitigen Hyperbel halbii-en die Winkel zweier conjugirten Durch- 
messer. Ein Paar conjugirter Durchmesser bilden also mit einem 
anderen Paare gleiche Winkel in entgegengesetzten Omlaufsinnen. 
Wegen 135. haben Paare supplementärer Sehnen dieselben Eigen- 
schaften. 

168. Der Ort der Schnittpunkte der Geraden durch zwei feste 
Punkte D und E, welche mit zwei festen Geraden gleiche Winkel 
in entgegengesetzten Umlaufssinnen bilden, ist eine gleichseitige 
Hyperbel, von welcher D und E die Endpunkte eines Durchmessers 
smd, und deren Asymptoten mit den Halbirungslinien der Winkel 
der festen Geraden parallel sind (167). 

Dieser Satz findet eine Anwendung zu einer Trisection des 
Winkels, bei welcher man ausser Kreis und Gerade nur eine 
gleichseitige Hyperbel benutzt (Chasles). AB sei ein Kreisbogen 
mit Centrum in C, AC das Drittel dieses Bogens. BT äd die 
Tangente des Kreises in B. Dann ist -^ TBC ^ ^ COA. Der 
unbekannte Punkt C liegt also auf einer gleichseitigen Hjperbel. 



1) Siehe z. B. die Aufgabe 366 der „Methoden und Thei 
r AuflöBung geometrischei' Constructionsaufgaben" 
liua Petersen. 
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169. Wir werden hier noch einen Satz, den wir dann bald 
bis auf alle Durchmeaaer von allen Hyperbeln erweitern werden, 
von den Achsen der gleichseitigen Hyperbel beweisen. Die Länge a 
der Halbachsen einer gleichaeitigen Hyperbel ist das geometrische 
Mittel der Strecken vom Ceutrum bis an die Schnittpunkte einer 
Achse mit einer anf die Achse senkrechten Sehne und mit den 
Tangenten in den Endpunkten dieser Sehne; nur sind diese Strecken 
mit verschiedenen Vorzeichen zu rechnen, wenn die Achse die 
Kweite (nicht schneidende) ist. — Um dieses zu beweisen, betrachten 
wir das von einer Tangente GG^ imd den Asymptoten gebildete 
rechtwinklige Dreieck OGG^. Eine Achse ist eine Halhirungslinie 
eines der von OG und OG^ gebildeten Winkel. Ist P der Schnitt- 
punkt dieser Geraden mit Gtf,, und M die Projection des Be- 
rührungspunktes X auf derselben Geraden, so ist zu beweisen, dass 
OM-OP=-^a^ ist. Man erhält dieses, wenn man auf der- 
selben Geraden einen Punkt N so bestimmt, dass MN ^ OM wird. 
Dann werden 0, (?, 6i und A* auf einer Kreisperipherie liegen, und 
man sieht dadurch, dass A OGP^^ A ONG^, was die zu beweisende 
Relation gieht, indem OG ■ 0G^^ = 2a^ ist (84). — Der ge- 
fmidene Satz stimmt mit einem bekannten Kreissatze üboroin, 

Ueb ungaauf gab en . 

1) Durch drei gegebene Punkte eine Hyperbel mit einer ge- 
gebenen Asymptote zu legen. 

2) Durch zwei gegebene Punkte eine Hyperbel zu legen mit 
einer gegebenen Asymptote und einer, mit der Verbindungsgeraden 
der Punkte parallelen, Tangente. 

3) Eine Hyperbel mit gegebenem Centrum, einer gegebenen 
Asymptotenrichtung und zwei gegebenen Tangenten zu construireu. 

4) Zwei conjugirte Durchmesser einer gegebenen Hyperbel 
zu finden, deren Längen ein gegebenes Verhäitniss haben. 

6) Durch die vier Ecken eines Paraileltrapezes eine gleich- 
seitige Hyperbel zu legen. 



VIll. Eine geometrische Transformation; Anwendung auf 
die Ellipse. 

170. Auf die Sätze 153. und 160. gründet sich eine Ver- 
bindung unter Kegelschnitten mit einem gemeinschaftlichen Durch- 
messer, welche z, B. dazu dienen wird Construrlionsanfgaben, die 
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eine Ellipse angehen, durch die einfacheren Anfgaijeii zu ersetzen, 
die einen Kreis angehen. Dies wh'd durch die nun zu Jjcschreibende 
Transformation erreicht.^) 

Eine Gerade, die Transformationsacbse, und drei feste 
Punkte J, a, Ä, von welchen a auf der Transformationsacbse liegt, 
seien gegeben. Wir nennen die Geraden aÄ und aA' die Trans- 
fonnalionsgeraden und bezeichnen durch «.und <x die Winkel, 
welche sie mit der Transformationsacbse bilden. Wenn mm X 
ein willkürlicher Punkt der Ebene ist, wird ein entsprechender 
Punkt X' folgenderweise construirt. Man zielie Xx \ Aa, und 
durch ihren Schnittpunkt :t^ mit der Tranaformatioiisachse xX' || aA'; 
dann ist X' der durch die Proportion 

xX':xX=aÄ:aA 
bestimmte Punkt von der Gerade xX'. Wenn wir die Strecken 
mit Vorzeichen rechnen, und parallelen Linien denselben positiven 
Sinn beilegen, ist X' wirklieb auf diese Weise eindeutig durch X' 
bestimmt, und umgekehrt. Wenn A, a und A" nicht in einer 
Geraden liegen, kann man die Proportion durch die Porderimg er- 
setzen, dass XX'\AÄ. 

Durch Anwendung dieser Transformation auf alle Punkte einer 
Figur erhält man eine neue Pigni', welche in der durch die 
folgenden Sätze ausgedrückten Verbindung mit der gegebenen steht: 

1) Punkte der Transformationsacbse entsprechen sich selbst. 

2) Die Abstände entsprechender Punkte X und X' von der 
Transformationsacbse verbalten sich wie aAsina: aÄ' &\n a. 

3) Den Punkten X einer mit der Transformationsacbse parallelen 
Geraden entsprechen Punkte X' einer anderen mit der Transformations- 
achse parallelen Geraden. 

4) Entsprechende Strecken dieser Geraden sind einander gleich. 

5) Den Punkten X einer Geraden, welche die Transformations- 
achse in einem Punkte P schneidet, entsprechen Punkte X' einer 
andern durch P gehenden Geraden. 

6) Entsprechende Strecken dieser zwei entsprechenden Geraden 
sind einander proportionei. 

7) Parallelen Geraden entsprechen parallele Geraden. 

8) Areale, die sich entsprechen, verhalten sich wie 

aA sin a : aA' sin a. 
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Dies lässt sich erstens von zwei Pafallellrapezeu xt/FX und xyY'X' 
beweisen; entsprechende Vielecke können entsprechender Weise 
durch Addition und Subtraction von solchen Trapezen zusammen- 
gesetzt werden, und Areale, welche ganz oder theilweise von knimmen 
Linien begrenzt sind, können als Grenz formen in- oder um- 
geschriebener Vielecke betrachtet werden. 

9) Den Punkten X einer Ellipse oder Hyperbel, von welcher 
die Transformationsachse ein Durchmesser ist, während der con- 
jugirte Durchmesser mit der Transformationsgeraden aA parallel ist, 
entsprechenPiintteJ" einer concentrischen Ellipse oder Hyperbel mit 
ganz demselben erst genannten Durchmesser (das heisst mit denselben 
Endpunkten dieses Durchmessers, wenn er die erste Curve schneidet, 
sonst mit derselben Lage und derselben Länge), während der con- 
jugirte Durchmesser der andern Transformationsgeraden aÄ parallel 
ist, und die Curve schneidet oder nicht, je nachdem der entspi-echende 
mit aA parallele Durchmesser die ursprüngliche Curve schneidet 
oder nicht, und sich endlich zu diesem wie aA zu aA verhält. 
— Dies folgt aus dem directen und umgekehrten Satze 153., woraus 
man auch schUessen kann, dass zwei auf die beschriebene Weise 
gelegene Kegelschnitte immer in einander transformirt werden 
können. 10 und 11 werden in ähnlicher Weise umkehrbar sein, 

10) Den Punkten einer Parabel, von welcher die Transformations- 
achse ein Durchmesser ist, während die von ihm halbirten Sehnen 
mit der Transformationsgeraden aA parallel sind, entsprechen die 
Punkte einer neuen Parabel mit ganz demselben Durchmesser, 
welcher hier die mit aA' parallelen Sehnen halbirt (160). 

11) Den Punkten X einer Hyperbel, deren eine Asymptote 
mit der Transformationsachse zusammenfallt, während die andere 
mit der Transformationsgeraden aA parallel ist, entsprechen die 
Punkte X' einer mit der ersten concentrischen Hypeibet, deren 
eine Asymptote mit der Transformationsache zusammenßUt, während 
die andere mit aÄ parallel ist (162). 

12) Einem Schnittpunkte oder Berührungspunkte zweier der 
im Vorhergehenden besprochenen Linien, wird ein Schnittpunkt, 
resp. Berührungspunkt, der entsprechenden Linien entsprechen, 

13) Den Asymptoten einer Hyperbel werden die Asymptoten 
der entsprechenden Hyperbel (9 und 11) entsprechen. Folgt aus 7, 

14) Dem Durchmesser eines Kegelschnittes, welcher die Sehnen 
einer gegebenen Reihe halbirt, entspricht der Durchmesser des 
entsprechenden Kegelschnittes (g— 11), welcher die ensprechenden 
Sehnen halbirt (e und 7). 
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lil. Wenn zivei Kegelschnitte einen Durchmesser ganz ge- 
mein haben (_170, 9 und lo), so werden ihre vier Tangenten in den 
IDndpunkten zweier Sehneiij die denselben auf dem Durchmesser 
gelegenen Mittelpunkt haben, alle den Durchmessür io demselben 
Punkte treffen. {170, is). 

173. Das Product der Strecken OM- OP vom Centrum 
eines Kegelschnittes an die Schnittpunkte M und P eines Durch- 
messers mit einer von ihm halbirten Sehne und mit den Tangenten 
in den Endpunkten dieser Sehnen ist + a'^ gleich, wenn a die 
Länge des Halbmessers ist, und man das obere oder untere Zeichen 
braucht, je nachdem der Durchmesser die Curve schneidet oder 
nicht. — Wenn man den Durchmesser als Achse eines Kreises 
oder einer gleichseitigen Hyperbel benutzt, kann man wegen 171. 
diesen Satz aus 169. vind dem analogen Kreissatze folgern. 

173. Aufgaben: Die Lagen und Grössen zweier conjugirten 
Durchmesser einer Ellipse sind gegeben; ohne die Achsen und 
Brennpunkte zu bestimmen, sollen conslruirt werden: 1) Punkte 
der Curve, 2) Tangenten der Curven, 3) die Schnittpunkte einer 
gegebenen Geraden, 4) die Tangenten von einem gegebenen Punkte. 

Auflösungen: Wir construircn einen Kreis über einen der ge- 
gebenen Durchmesser. Dieser wird der gesuchten Ellipse auf der 
in 170, 9 beschriebenen Weise entsprechen. Der gemeinschaftliche 
Durchmesser wird die Transformationsachse sein, und als Trans- 
formation sgeraden kann man die ihnen conjugirten Halbmesser be- 
nutzen. Man erhält dann beliebig viele Punkte der Ellipse, indem 
man diejenigen Punkte conslruirt, die gegebenen Punkten des 
Ki'eises entsprechen. Die Tangenten in diesen Punkten werden 
mittelst 171. bestimmt. Um die dritte und vierte Aufgabe zu 
lösen, braucht man nur die Gerade und den Punkt zu consfruiien, 
welche in der Figur des Kreises der gegebenen Geraden und dem 
gegebenen Punkte in der Figur der Ellipse entsprechen Die ent 
sprechende Gerade erhält man dadurch, dass man ihien Schnitt 
punkt mit der Transformationsachse kennt (l70, 5) und leiiht norh 
eüien andern ihrer Punkte constmiren kann. 

Wir bemerken, dass dieselbe Transformation noch einen neuen 
Beweis von 149. giebt, insofern dieser Satz die Ellipse betrifft (170, 8). 

Uebungsauf gaben . 

l) Die Lagen und die Längen zweier conjugirten Durch- 
messer einer lilllipse sind gegeben; durch einen gegebenen Punkt 
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eine SehiiG zu legfii, die tom gpf^pbditn Piinkft in einem gegebenen 
Verhältniise getheilt wird 

2) Von einem RegelsUmitte ist da^ Centrum, eine Tangente 
mit ihrem Beruh i ungspiinlite und noch ein Punkt P bekannt, wie 
kann man den Dmihmessei, welcher dem durch P gehenden Diirrh 
messer eonjiigirt ist, am leichtesten bestimmen^ 

3) Eine Ellipse zu tonsti im en, wenn zuei ihrei Punkte, d-js 
Cenlrum und das geometiische Mittel ihrei Achsen ^geben "sind 

4) Dieselbe Aufgabe fui eine Hyperbel 7U losen 

5) In emer gegebenen Elhpoe zwei conjugnte Haihmessei zu 
finden, deien PiojeiLionen auf eine Achse dei Ellipse un gegebenes 
Verhältniss haben 

6) Da'. Veihaltnifis dei Projection eines Halbmessers einir 
Ellipse auf die emt 4ch'*e zui Piojecticn des conjngirlin fhlb 

i auf die andeie Achse zu finden 



IX. Beispiele von CombinatlonciL zweier Kegelschnitte.') 

174. Aufgabe: Die Schnittpunkte zweier Kegelschnitte, deren 
gemeinschaftlicher Durchmesser parallele Sehnen halbirt, zu con- 
struiren. 

Auflösung: Setzen wir erstens voranSjdass der gemeinschaftliche 
Durchmesser oder wenn die Kegelschnitte concentrisch sind, derjenige 
der unendlich vielen gemeinschaftlichen Durchmesser, welcher die 
gegebene Eigenschaft hat, jeden Kegelschnitt in zwei Punkten Z^Z 
und T, T schneidet. Wegen 153. wird das Quadrat der Hälfte 
MÄ einer vom Durchmesser halbirten gemeinschaftlichen Sehne 
gegebene Verhältnisse haben zu den Potenzen MZ-MZ^ und 
MT-MT^ ihres Mittelpunktes M in Beziehung auf willkürliche 
Kreise durch 2, und Z und durch ?i und T. Diese Potenzen 
haben also auch ein gegebenes Verhältniss. Dadurch werden höch- 
stens zwei Punkte M bestimmt (10), also zwei Sehnen, die doch 
nur wirkliche Schnittpunkte geben, in so fem sie selbst die Curven 
schneiden. 

Wenn die eine Curve eine Parabel ist, wird der eine Kreis 
durch die Senkrechte auf den Durchmesser in seinem Schnittpunkte 
mit der Parabel ersetzt (160). 

1) Dieser ata meisten zur Uebung bostimrote Abschnitt iat nicht 
aothwendig, um die folgenden Abaohnitte zu Terstehen. 
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Wenn ein gegebener KegelsehüilL rlie f.une nicht srhneiHct, 
muss man 153. ein Kenig anders benulzen. Wenn wir in der 
dort in x und y geschriebenen Gleichung nicht y sondern x, die 
ja einer dem conjugirten Durchmesser gehörigen Halbsehne gleich 
ist, durch MX ersetzen und y = OX setzen, indem das r.entrum 
istj und weiter die Namen «' und b' vertauschen, so wird die Hälfte 
MX euier vom Durchmesser halbirten Sehne bestimmt durch 

MX'' = Ki(OÄ^ + a'^). 

Wenn niau also im Centrum eine Senki'echlc: auf OX er- 
richtet und sie gleich der Länge «' des durch M gehenden, die Curve 
nicht schneidenden, Halbmessers macht, so wird MX^ ein constantes 
VerhSitniss haben zum Quadrate des Äbstandes von 31 an den 
Endpunkt E dieser Senkrechten, oder zur Potenz lon M in Be 
Ziehung auf den Ki'eis mit Centrum in E und mit dem Halb 
inesEnr Nnll. Die Äuri5sung lässt sich dann immer mittelst 10 
vollführen. 

175. Aufgabe: Die gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kegel- 
schnitte, deren gemeinschaftlicher Durchmesser parallele Sehnen 
halbirt, zu constrnii'eu. 

Auf lösiing : Setzen wir auch hier erstens voraus, dass der gemein- 
schaftliche Durchmesser den einen Kegelschnitt in Z^ und Z, den 
anderen in T^ und T schneidet. Wenn eine gesuchte Tangente den 
Durchmesser in P trifft, so wird (142) das Verhältniss „-" .. J 
dem Verhältnisse der Quadrate der dem gemeinschaftlichen Durch- 
messer conjugirten Durchmesser mit dem Zeichen + oder ~, je 
nachdem die respective Curve eine Ellipse oder Hyperbel ist, gleich 
sein. P wird dann wie M in der vorigen Aufgabe bestimmt. 
Höchstens vier Auflösungen, 

Ist die eine Curve, z. B. die erste, eine Parabel, so wird man 
auch hier einen bekannten Werth von ^^p- — p-jr aus 159. und 160. 
herleiten können. 

Wenn die eine Curve, z. B. die erste, den Durehmesser nicht 
schneidet, kann man das Product PZ . PZ^ durch PE^ eisetzen, 
wo der Punkt E derselbe ist, den wir in 174, brauchten. Be- 
zeichnen wir nämlich durch Q den Schnittpunkt der gesuchten 
Tangente mit einer mit dem gegebenen Durchmesser parallelen 
Tangente, und durch E den Schnittpunkt dieses Durchmessers mit 
einer mit dem conjugirten Durchmesser parallelen Geraden durch ß, 
so ist, wegen 142., PE^ = PO^ + a'^ = PE^. Also wird hier 
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Falle, wo der Durchmesser die Curve schnitt. 

176. Aufgaben: Die Schnittpunkte und die gemeinschaftlichen 
Tangenten eines Kegelschnittes mit einem concentrischen Kreise zu 
bestimmen. — Auf IBating; Die eine dieser Aufgaben lässt sich auf 
die andere reduciren; denn das Product der Länge eines Halbmessers 
mit dem Abstände des Centrums von der Tangente im Endpunkte des 
conjugirten Durchmessers ist constant (149). Es genflgt also die eine 
aufzulösen. Die Tangente, welche vom Centrum einen gegebenen 
Abstand hat, wird dadurch bestimmt'), dass dieser Abstand die 
Hälfte sein muss der auf die Tangente senkrechten Sehne des Kreises 
über die Brennpunktsachse als Durchmesser, welche durch einen 
Brennpunkt geht. 

177. Aufgabe: Die Schnittpunkte zweier concentrischen Kegel- 
schnitte zu bestimmen. ^ Auflösung: Wenn der eine Kegelschnitt 
eine Ellipse ist, kann man mittelst der im vorigen Abschnitte 
beschriebenen Transformation die Aufgabe durch eine ähnliche 
ersetzen, wo ein Kreis an die Stelle der Ellipse tritt. Wenn beide 
Kegelschnitte Hyperbeln sind, kann man die durch die Schnitt- 
punkte gehenden Durchmesser dadurch bestimmen, dass sie eine 
gegebene Gerade in solchen Punkten schneiden müssen, deren Ab- 
stand sprodukte von den Sclmittpunkten der Geraden mit den Asym- 
ptoten ein gegebenes Verhältniss haben (163). Die Aufgabe wird 
also mittelst (10) gelöst. Sie hat in den beiden betrachteten Fällen 
höchstens 4 Auflösungen. 

178. Aufgabe; Die gemeinschaftlichen conjugirten Durchmesser 
zweier concentrischen Kegelschnitte zu bestimmen. — Auflösung: 
Wenn alle vier Schnittpunkte reell sind, bestimmen die Mittelpunkte der 
gemeinschaftlichen Sehnen die gesuchten Durchmesser. Sonst kann 
man, wenn die Curve eine Ellipse ist, durch die Transformation 
die Aufgabe in eine solche ändern, wo die Ellipse durch einen 
Kreis eisetzt ist, und wo man also die Achsen suchen muss des 
transformirten anderen Kegelschnittes. Wenn beide Curven Hyperbeln 
sind, giebt der Satz 165, dass die gesuchten conjugirten Durch- 
messer Asymptoten sind der Kegelschnitte, wo die Asymptoten der 
gegebenen Kegelschnitte conjugirte Durchmesser sind. Die Aufgabe 
wird also wie 155 gelöst; sie wird in diesem letzten Falle un- 
möglich, wenn die Asymptotenpaare sich trennen. Sonst findet man 
immer ein gemeinschaftliches Paar conjugüler Durchmesser. 

1) Diese Aufgabe ist schon früher zur Uebang gestellt (Seite 24). 
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Wenn man so die Aufgabe unabhängig von 177 löst, kann 
man die Auflösung benutzen um 177 auf 174 zu rtsduciren. 

179. Aufgabe: Die gemeinschaftlichen Tangenten zweier con- 
cenlrischenKegelschnittezHconsii'uiren/) — Auflösung: Die Aufgabe 
reducirt sich mittelst 178 auf 175. Wenn der eine Kegelschnitt eine 
Ellipse ist, kann man auch die Transformation benutzen. Wenn sie 
beide Hyperbeln sind, reducirt sie sich darauf: eine Gerade zu ziehen, 
welche zusammen mit zwei Paaren von gegebenen Geraden Dreiecke 
von gegebenen Arealen begrenzen. Diese Aufgabe Ifisst sich da- 
durch lösen, dass man eine ähnhche Figur construirt, wo die 
Asymptoten Strecken von gegebener Länge auf einer gegebenen 
Geraden begrenzen. 

180. Aufgaben: Die Schnittpunkte und die gemeinschaftlichen 
Tangenten zweier Parabeln mit parallelen Achsen zu construiren. — 
Auflösung: Die Parabeln sind ähnlich (116) und ähnlich gelegen. 
Die Berührungspunkte paralleler Tangenten werden entsprechende 
Punkte sein. Man kann dann leicht den Aebniichlieitspunkt be- 
stimmen. Der durch ihn gehende Durchmesser halbirt parallele 
Sehnen in den beiden Parabeln. Die Aufgaben sind also auf 174 
und 175 reducirt.^) 

Wenn die Parabeln congruent sind und ihre Convexitäten 
denselben Sinn haben, werden diese Gonslructionen unbrauchbar. 
Die Richtung der einzigen gemeinschaftlichen Tangente ist aber 
bekannt, und der Durchmesser durch den Mittelpunkt Ihrer Be- 
rührungspunkte gebt durch den einzigen Schnittpunkt. 

Üeb ungsauf gab en. 

1) Zu beweisen, dass zwei ähnliche und ähnlich gelegene 
KIlipsen oder Hyperbeln in Beziehung auf zwei verschiedene Aehn- 
lichkeitspunkte diese Eigenschaft haben. Ihre Schnittpunkte und 
gemeinschaftlichen Tangenten zu construiren. 

2) Zwei von den Endpunkten einer Achse eines Kegelschnittes 
ausgehende supplementäre Sehnen zu construiren, deren Längen ein 
gegebenes Verhältniss haben. 

3) Durch einen gegebenen Kegelschnitt eine Sehne zu logen, 
welche vom Centrum unter einem rechten Winkel und von eint^m 
Brennpunkte unter einem gegebenen Winkel gesehen wird. 

1) Die Aufgabe kann auol» mittelst der Brennpunkte gelöst werden, 
und ifit darum, schon Seite 24 gestellt. 

2) Die gemeinschafüicben Tangenten lassen aich. auch mittelst der 
BrenupuuktEeigenschaften bestimmen. (Siebe Aafgabe 4. Seite 24.) 
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i) Fine ( pia'lc drplil ■iiih um cIpii S linitipiinl I 7wei r ron 
giiienten Panheln, deien Arbseii dieselbe Ibthtuiig und deiPii 
ConveMtaten densüben Sinn habcD Zu beweisen, dasSj wenn nun 
die andeien Schnittpunkte dieiei Geiaden mit den Pdiabeln auf eint 
luf die Äcbsen senkieihle Gerade piojKnt, '■o w ifltii diese Pu 
jectioneu einen conatanten Äbttand baben 



X. Arealbestimmnngeii. 

ISl. Das Areal S des durcb einen EUipsenbogcn und seine 
Seline begrenzten Segmentes lässt sich mittelst der in 170 be- 
schriebenen Transformation bestimmen, indem man den Durchmesser, 
welcher die Sehne halhiit als Transformationsachse brauclit und 
dann das Segment in ein Kreissegment ändert {170,9}. Aus dem 
bekannlen Ausdruck des Kreissegmentes findet man dann mittelst 
170, ä, indem man die Länge des als Transformationsacbse be- 
nutzten Durchmessers 2a', die Länge des conjugirten, mit der 
Sehne parallelen Durchmessers 20', die von dem Centrum und dem 
Schnittpunkte mit der Seime begrenzte Strecke des Durchmessers x 
und den Winkel der Durchmesser «nennt, und indem man weiter 
einen Winkel ß durch cos^ ^ — r bestimmt, dass 
S = i a'h' sin« (2/3 — sin 2(3), 
wobei jedoch zu bemerken ist, dass x positiv oder negativ gerechnet 
wird, Je nachdem man Jas kleinere oder grössere der beiden durch 
dieselbe Sehne begrenzten Segmente betrachtet, und dass O^ß^jr. 
Für x = — a hat man ß ^ n. Das Areal der ganzen Ellipse ist 
also Tca'b' sina = nah (149). 

183. Das Areal S des durch einen Parabelbogen XY und 
seine Sehne begrenzten Segmentes ist -J Mal das Areal des Dreiecks 
J YZ, 1K0 Z der Schnittpunkt ist der Curve mit dem Durchmesser, 
welcher die Sehne halbirt. (Archimedes.) Bezeichnen wir durch 
a den Winkel des Durchmessers und der Sehne und durch 2«/ 
und X die Längen der Sehne und der von der Curve und der Sehne 
begrenzten Strecke des Durchmessers, so ist S = ^xysma. 

Um diesen Sali zu beweisen, nennen wir das Segment S und 
das Dreieck T. Weil T m S vollständig enthaltea ist, und S 
ebenso in dem Pai allelogt amm 2 7", welches die Sehne XY, die 
damit parallele Tangente und die durch X und Y gehenden Paral- 
lelen mit der Achse begien/en, so hat man 

2T>S> T, oder S= T -\- R, wo Ü < f. 
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Der üeberrest Ä besteht aus Hcii durch die Sehnen ZX und 
ZY abgeschnittenen Segmenten, und auf jedes von diesen kann 
man dieselbe Betrachtung anwenden. Bezeichnen wir durch T^ die 
Summe der in ihnen ganz wie Tin Seingeschriebenen Dreiecke, so ist 

Ä -= Tj + R^, wo Äj < 7^. 
Aus 159 ündeL man weiter, dass T^ = \ T, also 

Ä = I- r + Ä, wo Äj < i r. 
G mz ebenso h it mau 

R^=^\T -\- h = ^^T -\- h , \\\ h ^^ T 

DiiiUi buccLS'iivL Enisetzung bud t nidu 

Wenn n ins Unendhche wachst, veischwnidel Il„, und durch 
Summ itioii dei unendlichen Quotienteni eihe findet man d inn S ^= ^ y. 

ISi. Wenn vier mit emei Asymptote einer Hypeibel parallele 
Geraden die andere Asymptote in den Punkten ^, y, t , r/ und die 

Curve m den Punkten l, J, 1 , J schneiden, und wenn 77— = 7r-r' 
' ' ' ' Oy Oy 

wo dds Cent) um ist, so sind die von den viei parallelen Geraden 
und den \on ihnen begienzten Stiecken ^J( und * y dei Asym- 
ptote und den Bogen Y} und 1 J der Hyperbel begrenzten Areale 
x^ly und v Ä 1 1/ emander gleich 

Man beweist^) diesen Salz durch eine doppelte Anwendung der 
Transfoimition 170 Das erste Mal braucht man die Asymptote 
Ox als Tiansfotmationsachse, und die Ti anafoi mation wird so be- 
stimmt, dass dei dem Y entsprechende Punkt l un Schnittpunkte 
von -c 1 mit dei mit Oa. paiallelen Geraden duich Ä lallt. Das 
zweite Mal biaiicht man die andere Asymptote als Transformations- 
achse und lasst den Punkt A dem Punkte l entspiechen Wegen 
170 d jedesmal dei gegebenen Hypeibel eine Hypeibel mit 

deiselbe Asjmptoten entsprechen, und weil die dutch die letzte 
r fo ation gplundene Hyperbel duich den Punkt Ä der ur- 
sj n^lchen Hyperbel geht, nud sie mit dieser ganz zusammen- 
fl (ibG) Dem Ateile ^ S'J'y wird «e^en dei gegebenen Re- 
la h dtn beiden Fi ansfoi mationen das Areal i X'Y'y' 

e sp e 1 en 

l) Diese Bewei iuliiu •; hjt m Iict Ui j ' ^' ' nlndhch rait- 
getheilt. 
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Neunen wir min ein willltürlidies Areal in der ersten Figur /i^, 
das entsprechende in der zweiten J^ und dasjenige, in der durcli 
beide Transformationen erhaltenen Figur A^, so isl (170, s) 
Ji:A^ = xX: xX" = xX: x'X' 
A^:A^= Ox: Ox. 

Nun ist (162) Ox . xX = Ox . x'X'; also wird A^ = A^. 
184. Die in 183, genannten Areale xXFy und x'X'Vy' 

werden sich im Falle, wo die Proportion -pr~ = tt—i nicht mehr 

' ^ Op Oy 

Statt hat, verhalten wie die Logarithmen von yf und ^^, in einem 
willkürlichen Logarith mens y steine genommen. 

Nehmen wir, um dieses zu beweisen, erstens an, dass die beiden 
Areale ein gemeinschaftliches Maass haben. Man kann sie dann in 
gleich grosse Parallelstreifen von derselben Art wie die gegebenen 
Areale getheilt denken. 

Wegen 183. werden dann -^ und -^ in eben so viele gleich 
grosse Factoren aufgelöst, wie die respectiven Areale in Summanden, 
und daher auch log ^ und log ^^ in ebenso viele gleichgrosse 
Summanden. In diesem Falle ist also der Satz bewiesen, und die 
Erweiterimg zu dem Falle, wo die Areale kein gemeinschaftliches Maass 
haben, geschieht wie z. B. für den Satz über die Theilimg der 
Seiten eines Dreiecks durch eine Paralleltransversale. 

186. Ein wie in 183. und 184. begrenztes Areal xXVi/ ist 
/( . «ftlog -jy^ gleich, wo a und b die Längen der Halbachsen sind 
und k eine für alle Hyperbeln constante Grösse ist. — Dass k 
constant bleibt für alle einer einzigen Hyperbel gehörigen Areale 
der gegebenen Art, folgt aus 184. Dass es auch für zwei Hyperbeln 
dieselbe Grösse hat, folgt daraus, dass man, nachdem, man ihnen 
gemeinschaftliches Centrum und eine gemeinschaftliche Asymptote 
gegeben hat, die eine in die andere transformieren kann mittelst 
170, 11. Das constante Verhältniss der sich in den beiden Figuren 
entsprechenden Areale, muss nämlich dann demjenigen zweier von 
den Asymptoten und einer TangCLite begrenzten Dreiecke, oder der 
Achsenproducte, gleich sein. 

Der Werth der Constante k hängt von der Basis des ge- 
brauchten Logarithmensystems ab. Umgekehrt kann man auch diese 
Basis so bestimmen, dass die Constante einen bestimmten Werth 
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beUomnit. Suchen wir die Basis e, für welche /c = ^ wird, wozu 
es ofl'enbar genügt eine gleicliseitige Hyperbel zu l)elrachteu. Dann 
zeigt eine Figur, dass (indem wir Oy > Ox annelimen) xy . xX 
>a;XJ'y>3:j/.yP,oder, wegen Ox .xX = Oy .yY =\i^,{\%1\ 

Setzen wir hier 

Ox^ -m^^^^ Ox~ ^^ m' 0;/ m + 1' 
so erhalten wir 

i>log(l + i)>;^+,- 
Daraus folgt, weil m posiliv ist, 



(i + i)"<«<(i+i)" 



wodurch man, indem die Gränzen bei waclisenden Werthen von 
m sich nähern, e mit boliebig grosser ßenaiilgkeit berechnen kann. 
Man findet e = 2,7182818. .. 

Bezeichnet man also durch log die Logarithmen im System 
mit der Basis e (die sogenannten natüi'lichen Logai'ithmen), so ist 
das hier untersuchte Areal 

xXYy = \ali.\^^%, 

und wenn man mit Log die Logarithmen im gewöhnlichen (Briggs- 
schen) System bezeichnet, findet man 

xXYy = 2--~ ah ■ Log ^ = 1,1512925 . ah . Log g. 

186. Das von einem Hyperhelbogen, zwei Parallelen mit der 
einen Asymptote und einer Strecke der anderen begrenzte Aieal ist 
demjenigen gleich, das man durch Verlauscliung jder Asymploten 
erhält. Folgt aus 185. und 162. 

187. Das von einem Hyperbelbogen und seiner Sehne be- 
grenzte Segment ist diß Differenz eines Parallel trapezes und des in 
185. berechneten Areales. Indem wir nun Segmente aller Alten 
von Kegelschnitten berechnen können, sind wir auch im Stande 
das Areal jeder Figur zn berechnen, die von bekannten Geraden 
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und Kegelschnitten, welche sicli in hekannten Punkten schneiden, 
begrenzt ist; denn eine solche kann durch Addition und Suhtrac- 
tion solcher Segmente und geradliniger Figuren zusammengesetzt 
werden. 

Uebuugsauf gab en , 

1) Die Seilen i;ines gleichseitigen Dreieckes sind durch Parabel- 
bogen ersetzt, deren Brennpunkte alle im Centrum des Dreieckes 
liegen; das Areal der von den drei Parabelbogen begrenzten Figur 
zu, berechnen. 

2) Die Seiten eines regulären Zwölfeckes sind von Bogen 
gleichseitiger Hyperbeln mit Ceuti'um im Gentium des Vieleckes 
begi'enzt; das Areal der von den zwölf Hyperbelbogen begrenzten 
Figur zu berechnen. 

3} Den Ort der Sehnen einer Parabel, die Segmente von ge- 
gebener Grösse abschneiden, zu linden. (Siehe Aufgabe 4, Seite 52.) 

4) Dieselbe Aufgabe für die Ellipse. 

5) Den Ort der Sehnen XF einer Hyperbel zil linden, welche 
solche Bogen abschneiden, die mit Parallelen Jix und Yy mit der 
einen Asymptote und einer Strecke xy der anderen Areale con- 
stanter Grösse begrenzen. 

6) Die Aufgabe 3 (4) für die Hyperbel zu' lösen. 

7) Durch einen gegebeneu Punkt die Gerade zu zielien, welche 
das möglichst kleine Segment aus einer Parabel, Ellipse oder Hyperbel 
abschneidet. 



XI. Ehtüif, Seliiiitte von Umdrelmngskegelii. 

188, Ein ebener Schnitt eines Umdrehungskegels ist, wenn 
er nicht durch den Scheitel geht, eine Ellipse, Parabel oder Hyper- 
bel mit den Brennpunkten F und F^ in den Berührungspunkten 
der Ebene mit Kugeln, die dem Kegel eingeschrieben sind, und mit 
den zugehörigen Leitlinien in den Geraden, wo die Ebene die 
Ebenen der Berührnngskreise des Kegels mit den Kugeln trifft. 
Je nachdem die Schnittebene mit keiner erzeugenden Geraden des 
Kegels, mit einer oder mit zwei solchen parallel ist, wird die Curve 
eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel. Im letzten Falle werden die 
Schnittcurven der Ebene mit den zwei Mänteln des Kegels die 
zwei Zweige der Hyperbel bilden. 

Beweis. Figur 7 stellt einen, auf die Ebene (S), deren Schnitt- 
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ciii've za bestimmtiu ist, senlirechten ebenen Schnitt durch die 
Achse des Kegels dar; ^j^ist die Spar und Projection der Ebene{S), 
TA und rjj sind die in der Figiirebene entbaltenen Erzeugenden 
des Kegels. Die Figur stellt den Fall dar, wo der Schnitt eme 
Ellipse wird; die anzustellenden Betrachtongea 
werden aber auch den Fällen gelten, wo er 
eine Hyperbel oder — in so fern wir nur von 
einem Brennpunkte und der zugehörigen Leit- 
linie sprechen — eine Parabel wird. M be- 
zeichnet die Projection eines willkürlichen 
Punktes Ä der gesuchten Curve auf die Figur- 
ebene. Durch diesen Punkt sei eine auf der 
ÄJ^hse des Kegels senkrechte Ebene gelegt, 
welche die Erzeugende TA in Ä schneidet. 
Man findet dann, weil alle Tangenten von einem 
Pimkt an eine Kugel einander gleich sind, und 
weil Ebenen senkrecht auf die Achse des Kegels 
gleiche Strecken der Erzeugenden begrenzen, 
dass XF = RE und Xf, = BE^, wo Sund E^ 
die Berührungspunkte der Erzeugenden TA mit 
den Kugeln sind. Wenn nun X sich auf der 
! bewegt, wird — je nachdem R sich auf der end- 
lichen Strecke E^E oder auf einer ihrer Verlängerungen beündet 
— die Summe oder die Differenz der absoluten (positiven) Wertlie 
von FX und fjA' der constauten Grösse E^E gleich. Die Curve 
ist also eine Ellipse oder Hyperbel mit den Brennpunkten J", und F 
und mit Scheiteln in den Schnittpunkten A^ und A der Geraden t\ F 
mit dem Kegel. 

Dass die Gerade, welche im Schnittpunkte G von A^A mit 
der Beruh rungs ebne DE senkrecht auf der Figurebene steht, die dem 
Brennpunkte F gehörige Leitlinie ist, folgt daraus dass 




gesuchten Cui 



FX 
MG 



= const. 



Diese constante Grösse wird Eins, also die Curve eine Parabel, 
wenn AE = AG, das heisst, wenn AG |{ BT. 

Weder der Satz noch der Beweis wird sich ändern, wenn der 
Kegel mit einem Umdrehungscy linder (Kegel mit unendlich entferntem 
Scheitel) vertauscht wird; iii diesem Falle wird man jedoch nur 
elliptische Schnitte erhalten. 

189. Bezeichnen wir mit et den Winkel, welchen die Er- 
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zeugenden, wiid mit ß denjenigen, iveleiien die SeliniUebeoen mit 

der Achse des Kegels hiltien, su ist die Excentricitäl des Schnittes 

_ AS __ cos ^ 

^ GA cos«' 

Für einen gegebenen Kegel wird er also alle solche Werlhe 

annehmen können, dass ^ e ^ . 

190. Wenn die Cui've eine Hyperliel ist, und fl den spitzen 
Winkel der Asymptoten mit der Brennpiinktsachse bezeichnet, so ist 



Man könnte daraus mittelst sphäiischer Trigonometiie folgern, 
dass die Asymptoten mit den Erzeugenden parallel sind, in welchen 
eine mit der Schnittebene parallele Ebene durch den Scheitel den 
Kegel schneidet. Dies wird unmittelbar daraus folgen, dass alle 
parallelen Ebenen den Kegel in ähnlichen Curven schneiden; die 
von zwei Geraden gebildete Grenzcnrve muss auch denselben 
Asymptotenwinkel behalten; die zwei Geraden müssen also diesen 
Winkel bilden. 

191. Wenn eine Ellipse und eine Hyperbel so in auf einander 
senkrechten Ebenen gelegen sind, dass die Brennpunkte der einen 
Curve die (auf der Brennpunktsachse gelegenen) Scheitel der andern 
sind, lind umgekehrt, so ist jede dieser Curven der Ort der Scheitel 
der UmdrehungsUegel, auf welchen die andere liegt. 

Wenn nämUch (Fig. 7) F^ und F die Brennpunkte und ^^ 
und A die Scheitel einer Ellipse sind, so wird der Scheitel- y eines 
diesen Kegelschnitt enthaltenden Umdrehungskegels (188), erstens 
in der auf der Ebene des Kegelschnittes senkrechten Ebene durch 
A^A liegen; man hat weiter 

A^T — AT =' Ä^D — AE ^ A,F — AF ^ F^F. 

Der Beweis wird ganz auf dieselbe Weise geführt, wenn die 
gegebene Curve eine Hyperbel ist. 

Die Asymptoten der Hyperbel werden Achsen der durch die 
Ellipse gehenden Um drehungscy linder sein, 

192. Wenn zwei Parabeln iu zwei auf einander senkrechten 
Ebenen so gelegen sind, dass sie dieselbe Achse haben, und der 
Brennpunkt der einen der Scheitel der andern ist, und umgekehrt, 
so wird jede der Ort der Scheitel der die andern enthaltenden Um- 
drehungskegel sein. Dieser Satz ist ein Grenzfall vom vorigen; man 
kann aber auch leicht direct beweisen, dass in diesem Falle, wo 
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AFmit Töparallel isf, AT äain Abstände des Punkf.es Tvoii der Leitlinie 
der Parabel mit dem Brennjuirdae A imd dem Scheitel F gleich ist. 

Uebungsaufgabeia. 

1) Zu beweisen, tiass, wenn zwei Kreise mit den Centren anf 
der Brennpunktsachse eines Kegelschnittes den Kegelschnitt zwei- 
mal berühren, entweder die Summe oder die Differenz der 
Tangenten von einem Punltte des Kegelschnittes an diese Kreise 
{bis zu den Beriihrurjgspunkten gerechnet) einen Werth hat, der 
für die ganze Curve constant bleibt. 

2) Durch geometrische Constmction den Scheitel eines Um- 
(Irehungskegels mit gegebenem Scheitelwinkel, welcher einen ge- 
gebenen Kegelschnitt enthalt, zu bestimmen. (Moglichkeits- 
bedingungen.) 

3) Auf einen gegebenen Umdrehungskegel einen Kegelschnitt 
von gegebener Form und Grösse zu legen. 

4) Den Ort der Projectionen der Endpunkte dei' Breunpunkls- 
achse eines Kegelschnittes auf die Achsen der Umdrehungskegel, 
welche den Kegelschnitt enthalten, zu finden. 

5) Zu beweisen, dass zwei Umdrehnngskegel, welche denselben 
Kegelschnitt enthalten , eine gemeinschaftliche eingeschriebene 
Kugel haben, und sich noch einmal in einem ebenen Kegelschnitte 
schneiden. 



XII. Die Sätze von Pascal und Briaiielioii. 
193. Wenn man jeden Punkt Ä einer ebenen Figur durch 
eine Gerade mit einem festen Punkte T im Raum verbindet, wird 
der Schnittpunkt Ä' der Geraden TÄ mit einer andern festen 
Ebene dem Punkte JC entsprechen in einer neuen ebenen Figur, 
die man die Centralprojection der ersten nennt. Den Punkten Ä 
einer Geraden in der ersten Figur entsprechen Punkte Ä' einer 
Geraden in der anderen, und umgekehrt; die projicirenden Geraden TÄ 
liegen nämlich dann in einer Ebene. Wegen 191. und 192. kann 
jede Kegelschnittslinie als Centralprojection eines Kreises betrachtet 
werden, n&mlich desjenigen, in welchem ein den Kegelschnitt ent- 
haltender ümdrehungskegel von einer auf der Achse senkrechten 
Ebene geschnitten wird. Wir werden dieses benutzen, um einige 
wichtige Satze, die wir dann erst für den Kreis beweisen müssen, 
auf alle Kegelschnitte auszudehnen. 
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Ein specieller Fall der Centralprojection ist diii Paralld- 
projection, wo die projiciienden Geraden parallel sind (2' unendlich 
entfernt). Die in 170. liesehriebene Transformation könnte man 
dadurch erhalten, dass man erstens die Ebene der gegebenen Figur 
um einen willkürlichen Winkel um die_ Transformationsachse dreht, 
und sie nachher parallel mit einer gegebenen Richtung auf die 
gegebene Ebene projicirt. 

194. Wenn ein Sechseck, das eigentlich oder uneigentlich ^) 
sein kann, einem Kreise eingeschrieben ist, werden die drei Schnitt- 
punkte von Gegenseiten in einer Geraden liegen. 

Wir werden die Ecken — welche sechs willkürliche Punkte 
des Kreises sind, in einer willkürlichen Ordnung genommen — 
1, 2, 3, 4, 5, 6 nennen. Die Gegenseitenpaare sind dann 12 und 
46, deren Schnittpunkt wii- P nennen, 23 und 56 mit dem Schnitt- 
punkte 0, 34 und 61 mit dem Schnittpunkte R. Es ist dann zu 
beweisen^), dass P, Q und R in einer Geraden liegen. Con- 
stroiven wir drei neue Kreise, den ersten durch 1 und 4 und mit 
dem Centrum im Schnittpunkte A der Tangenten des gegebenen 
Kreises in 1 und 4, den zweiten durch 2 und 5 und mit dem 
Centrum im Schnittpunkte B der Tangenten in diesen Punkten, 
und den dritten durch 3 und 6 und mit dem Centrum im Schnitt- 
punkte C der Tangenten in diesen Punkten. Die Gerade 12 
bildet dann gleiche Winkel mit den Halbmessern AI und 52; ^1 
ist also dem Halbmesser an den Punkt, wo 12 den Kreis um B 
ausser in 2 schneidet, parallel. Hieraus folgt, dass 12 durch einen 
Aehnlichkeitspunkt dei' Kreise -um A und B gehen muss. Dasselbe 
muss mit 15, 42 und 45 der Fall sein. Weil nun 12 und 15 
durch verschiedene Aehnlichkeitspunkte geben müssen — denn 
sonst würden sie mit einander zusammenfallen — ebenso 15 und 45, 
so muss der Schnittpunkt i> von 12 und 45 ein Äehnlichkeitspunkt 
sein. Ebenso ist Q ein AehnUchkeitspunkt der Kreise um B und C, 
und R ein Äehnlichkeitspunkt der Kreise um C und A. Durch 
Zeichnen einer beliebigen Figur wird man finden, dass auf dieser, 
die Aehnlichkeitspunkte entweder alle äussere, oder zwei die Innern 
sind, der dritte ein äusserer ist; aber es genügt nicht diese zufällige 
Figur zu betrachten. Man sieht aber, dass, wenn das Sechseck 

1) Ein uncigentliches Yieleok ist ein solches, wo Seiten sioi zwisohen 
den eie begrenzenden Ecken schneiden 

3) Dieser Beweis ist den im Vorworte (.ititten VoileBimgen von 
Steiner entnommen. Eine Figur iefc nnentbehrhoh, diejenigp, die der 
Leser seibat zeichnet, wird ihm aber am mltzLicheten sein 
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sidi ändert, indem eine Ecke sich auf dem Kreise bewegt, der 
Uebergang von einem innern ;!ii einem äusseren Aehnlichkeitspunkle 
immer gleichzeitig zwei Aehnlichkeiispiinkle umfassen wird. 
P, und H bleiben dann stets solche Äehnlichkeitspunkte, die in 
einer Geraden liegen (14). 

195. Wenn ein Sechseck einem Kegelschnitte eingeschrieben ist, 
so werden die drei Schnittpunkte von Gegenseiten in einer Geraden 
liegen. (Pascal's Satz). — Der Eegetschnitt kann nämlich als 
Centralprojection eines Kreises betrachtet werden (193). Sein ein- 
geschriebenes Sechseck wird dann gleichzeitig die Centralprojection 
eines dem Kreise eingeschriebenen Sechseckes sein. Die Schnitt- 
punkte der Gegenseiten dieser letzten Figur liegen in einer Geraden 
(194). Dasselbe miiss also auch mit ihrer Centralprojection der 
Fall sein. 

19(>. Aafga,be : Einen Kegelschnitt durch fünf gegebene Punkte 
1, 2, 3, 4, 5 7U legen. 

Auflösung; Wir betrachten erstens den allgemeinen Fall, 
wo nicht drei der Punkte in einer Geraden liegen. Anfangs 
werden wir auch voraussetzen, dass wirklich ein Kegelschnitt durch 
die fünf Punkte geht. Dass zur Erfüllung dieser Forderung keine 
besondere Lage der Punkte nöthig ist, wird sich dann nachher 
zeigen. 

Wir können erstens neue Punkte des gesuchten Kegel- 
schnittes bestimmen. Wir suchen, indem wir die Benennungen 
von 194. vom Kreise auf den Kegelschnitt übertragen, seinen Schnitt- 
punkt 6 mit einer beliebigen Geraden 56 durch den Punkt 5. 

Der Schnittpunkt Q dieser Geraden mit 23 und der 
Schnittpunkt P von 12 und 45 bestimmen die Gerade PQ, welche 
34 im selben Punkte R schneidet, wie die Gerade 16 von 1 an 
den gesuchten Punkt. 

Wenn man in dieser Construction verschiedene Geraden 5 6 durch 6 
wählt, so erhält man auch verschiedene Punkte 5, die immer durch 
die Secante 16 bestimmt werden. Diese Secante ist noch völlig 
bestimmt im Falle, wo ö6 mit 51 zusammenfällt und also 6 mit 1 
zusammenfallen muss; in diesem Falle muss sie die Tangente im 
Punkte 1 sein. Wir können auf diese Weise die Tangenten in 
allen bekannten — also auch in den nach und nach coiistruirten 
— Punkten bestimmen. 

Wenn man die Gerade 56 mit 12 parallel wählt, so Ist dadurch 
der diese Sehnen halbirende Durchmesser bestimmt. Ein neuer 
Durehmessei' wird — wenn er dem ersten nicht parallel Ist — 
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das Ceiitrum bestimmen. Indem nun «in mit 12 paralleler 
Durchmesser dem ersten construirten Durchmesser conjugirt ist, hat 
man (154) die Mittel, die Achsen und Brennpunkte bestimmen 
zu können. Um sich dabei der bequemen Constructionen 150. 
und 151. zn bedienen, kann man erstens die Tangente im Piuikte 
1 auf die schon beschriebene Weise constnüren; die Länge des 
dem Öl conjugirten Durchmessers ist nämhch dann durch die 
Schnittpunkte dieser Tangente mit den schon gefundenen con- 
jugirten Durchmessern bestimmt (143). — Wären die gefundeneu 
Durchmesser mit einander parallel, so müsste die Curve eine Parabel 
mit bekannter Ächsenrichtung sein, deren Achse, Brennpunkt und 
Leitlinie sich also auch leicht aus 161. bestimmen lassen. Man 
könnte übrigens auch Sechsecke benutzen, um die Tangente dieser 
Parabel in einem gegebenen Punkte und den zweiten Schnittpunkt 
einer auf die Durchmesser senkrechten Geraden durch einen ge- 
gebenen Punkt zu construiren, wodurch die Achse und der Brenn- 
piuikt fast unmittelbar bestimmt sind. 

Man findet also eine vollständige Bestimmung des Kegel- 
schnittes, welcher durch die fünf gegebenen Punkte geht, voraus- 
gesetzt, dass ein solcher wirklich existirt. Um nun auch zu sehen, 
dass dies immer der Fall ist, können wir uns die Bestimmungen 
folgen dermassen ausgeführt denken. Erstens sei der zweite Schnitt- 
punkt 6 der mit 1 2 parallelen Gerade 5 6 mittelst des Sechs- 
eckes 12 34 5 6 bestimmt, und nachher, mittelst des Seckseckcs 
12 3 5 6 7, der zweite Schnittpunkt 7 der mit dem Durchmesser, 
welcher die Sehnen 1 2 und 5 6 halbirt, parallelen Geraden 1 7. 
Der Mittelpunkt der Sehne 1 7 bestimmt dann den mit 1 2 parallelen 
Durchmesser, welcher dem ersten conjugirt ist. Nun weiss man 
(154), dass ein Kegelschnitt existirt mit diesen conjugirten Durch- 
messern, welcher noch durch 1 und 5 geht. Wegen der Lagen 
der Durchmesser wird er noch durch 2, 6 und 7 gehen, weitei' 
wegen der benutzten Sechsecke 1235 67 und 12345 6, die 
auch zur Construction von 3 und 4, wenn 1, 2, 5, 6, 7 bekannt 
waren, benutzt werden könnten, durch 3 und 4, — Wenn der 
Punkt 7 sich bis ins Unendliche entfernt hätte, würden wir auch 
wirklich eine Parahel durch alle gegebene Punkte gefunden haben 
(160. oder 161.) 

Wenn drei der gegebenen Punkte auf einer Geraden lägen, würde 
der gesuchte Kegelschnitt aus dieser und der durch die zwei anderen 
Punkte bestimmten Geraden bestehen. Der Pascal'sche Satz besteht 
noch, wenn man die Ecken wechselweise auf den Geraden wählt. — 
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Wenn mehr als drei Punkte auf einer Geraden liegen, so isl Jci ht^il 
schnitt nicht mehr völlig bestimmt. 

197. Wenn die drei Paare von Gegenseiten eines Sechseckes 
sich in drei Punkten einer Geraden schneiden, so liegen seine Ecken 
auf einem Kegelschnitte. — Wegen 196. geht nämlich ersten« em 
Kegelschnitt durch die 5 Ecken, und dann derselbe Kegelschnitt 
auch durch die letzte. 

198. Wenn ein — eigentliches oder nneigentiiches — Sechseck 
einem Kreise umgeschilehen ist, so norden die Diagonalen Vielehe 
gegenüberliegende Ecken verbinden, durch einen Punkt gehen 

Wir werden*) die Berührungspunkte, in derselben Ordnung ge 
nommen wie die Seiten des Sechsecks, Ä^, B^ ■ ■ , Ä,, nennen 
Auf den Seiten bestimmen wir weiter Piinltte S„ S^, , S^, 
indem wir auf alle eine willkürliche Strecke so absetzen, diis 

ÄjS^ = — ßgSj=.fijÄ'3 = — ÄiS^ = Ä5Sji Ee% wodei 

jenige Sinn einer Tangeute als der positive gerechnet wiid, welcher, 
vom Berührungspunkte ans gesehen, dem Bogen (z. B,) rechts liegt 
ÄjS^ und Ä^Ä^ werden dann einen Kreis (A) in Sj und S^ be 
rühren, B^S^ und Ä^Sj einen Kreis (B) in S^ und S^, M^S^ und BgS^ 
einen Kreis {C) in S^ und S^. Der Schnittpunkt von B-^S^ und 
B^S^ hat dieselbe Potenz in Beziehung auf die beiden Kreise (A) 
und (5), ebenso der Schnittpunkt vonÄ^SjiindÄjSjidie diese Punkte 
verbindende Gerade ist also die Potenzlinie von (A) und (£) und 
muss durch den Potenzpunkt von (-4), {B) und (C) gehen. Dasselbe 
ist der Fall mit den beiden andern Diagonalen, welche die gegen- 
überliegenden Ecken des Sechsecks verbinden. 

199. Wenn ein Sechseck einem Kegelschnitte umgeschrieben 
ist (wenn seine Seilen den Kegelschnitt berühren), so werden die 
Diagonalen, Tvelche gegenüberliegende. Ecken verbinden, durch einen 
Punkt gehen (Brianchon's Satz). Wird aus 198. durch Central- 
pi'ojectioii hergeleitet. 

200. Aufgabe: Einen Kegelschnitt mit fünf gegebenen Tan- 
genten zu constniiren. Auflösijng: Mittelst 199. kann man die 
zweite Tangente bestimmen, welche dui'ch einen Punkt P einer 
gegebenen Tangente geht, indem P Ecke eines von den gegebenen 
und . der gesuchten Tangente geliildeten Sechsecks ist. Die ge- 
suchte Tangente wird dann durch seinen Schnittpunkt mit einer 



*) Den folgenden Beweis sowohl als auch den darauf geetützten 
elementaren Beweis von 218. tat mir Hr. LebeBsversicherungsdirector 
F, Bing mündlich laitgetheilt. 
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andern gegebenen Tangente bestiniml. Dieser Punkt «ird der 
Berührungspunkt der letzten Tangente sein, *venii P der Schnitt- 
punkt der beiden gegebenen Tangeuten ist. Bestimmt man auf 
diese Weise die Berühmugspunlste dei' fiinf gegebenen Tangenten, 
so wird man die Aufgabe auf 196. zurückführen. Mehr direct erhält 
man ein Paar conjugirter Durchmesser dadurch, dass man erstens 
die einer gegebenen Tangente parallele Tangente sucht — 
welches dadurch geschieht, dass man den Punkt P sich bis ins 
Unendliche entfernen lässt, also die durch P gehenden Geraden 
durch Parallelen ersetzt — und dann die Berührungspunkte der 
parallelen Tangenten constiuirt. 

Dass man wu'klich auf diese Weise einen Kegelschnitt erhält, 
■welcher alle die gegebenen Tangenten berührt, könnte man ent- 
weder in ähnlicher Weise wie in 196. herleiten oder ans 196. schliessen. 

201. Die Seiten eines Sechseckes, in welchem die Diagonalen, 
welche gegenüberliegende Ecken verbinden, durch einen Punkt 
gehen, berühren einen Kegelschnitt (200). 

Anmerkung. Wir haben schon in den Constructionen von 
196. und 200. solche Specialfälle der Sechsecke von Pascal und 
Brianchon benutzt, wo zwei Ecken des ersten oder zwei Seiten 
des letzten zusammenfielen, oder wo ein ui der Construction be- 
nutzter Punkt sich bis ins Unendliche entfernte. Der letzte Fall 
tritt auch dann ein, wenn ein gegebener Punkt des Kegelschnittes 
unendlich entfernt ist, (wenn bestimmt ist, dass die Curve eine 
Hyperbel mit einer gegebenen Äsymptotenrichtung oder eine Parabel 
mit gegebener Achsenrichtung sein soll) oder wenn zwei Gerade, 
die in der Construction einen Punkt bestimmen sollen, sich von 
selbst als parallel ergeben. Auch eine ganze Gerade kann sich bis 
ins Unendliche entfernen, in welchem Falle alle ihre Schnittpunkte 
mit anderen Geraden auch unendlich entfernt sein werden. Zu 
verlangen, dass ein Kegelschnitt eine unendlich entfernte Gerade 
berühren soll, ist mit der Forderung identisch, dass er eine Parabel 
sein soll, weil die Tangenten in den unendlich entfernten Punkten 
einer Hyperbel nicht unendlich entfernt sind. Die durch den Be- 
rührungspunkt einer solchen Parabeltangente gehenden Geraden 
sind mit der Achse parallel. 

Uebungsauf gab en. 
1) Zu beweisen, dass die Seiten eines einem Kegelschnitte 
eingeschriebenen Dreieckes die Tangenten in den gegenüberliegenden 
Ecken in drei Punkten einer Geraden schneiden. 
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2) Zu beweisen, dass die-fieraden, welche die Ecken eines 
einem Kegelschnitte umgescliriebenen Dreiecks mit den Berührungs- 
punklen der gegenüberliegenden Seiten verbinden, durcli einen 
Punkt gehen, 

3) Eine Hyperbel mit gegebenen Asymptotenrichlnngen durch 
drei gegebene Punkte zu legen. 

4) Den Satz von Brianchon anzuwenden zur Bestimmung der 
Achse nrichtuug der Parabel, nekhe 4 gegebene Gerade berührt, 
(Die Aufgabe eine Parabel durch vier gegebene Tangenten zu be- 
stimmen ist schon l'iüher als Beispiel der Anwendung von 76. gestellt). 



XIII. Ebene Schnitte schiefer Kreiskegel. 

303. Eine Centralprojeclion (S") eines Kegelschnittes (S) ist 
selbst ein Kegelschnitt. — Die Schnittpunkte der Gegenseiten eines 
der Curve (S') eingeschriebenen Sechseckes werden nämlich in 
einer Geraden liegen, weil dieses Sechseck die Centralprojection 
eines dem Kegelschnitte (S) eingeschriebenen Sechseckes (195) isL 
Der durch 5 Punkte von (5") gehende Kegelschnitt wird also durch 
jeden Punkt dieser Curve gehen (197) und mit ihr ganz zusammen- 
fallen. — Wenn man statt der Centralprojection eine Parallel- 
projeclion betrachtet (193), so ergiebt sich, dass bei der in 170, 
beschriebenen Transformation einem Kegelschnitte immer ein Kegel- 
schnitt entspricht. 

203. Ein ebener Schnitt eines Kreiskegels ist immer eine 
Kegetschnittslinie. Folgt aus 202., wenn {S) ein Kreis ist. 

304. Ein ebener Schnitt eines Kreiskegels senkrecht auf der 
Ebene, welche den Kegel symmetrisch theilt, hat eine in der 
Schult (geraden mit dieser Ebene gelegene Achse, Wenn die Schnitt- 
ebene ausserdem mit der Halbirnngsgeraden des Winkels der in 
der Symmetrie ebene Hegenden Erzeugenden des Kegels, denselben 
Winkel wie die Ebene der kreislörmigen Leitcurvcn des Kegels 
bildet, so wird die Schnitlcurve selbst ein Kreis sein. Die Achsen 
werden nämlich dann einander gleich. 

Uebungeaiif gab en . 
l) Unter welchen Bedingimgen wird die Schnittgerade einer 
Ebene mit der Symmetrieebene eines Kreiskegels Brennpunktsachse 
der Schnlttcurve der ersten Ebene sein? 
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2) Zu beweisüiij ilass tlie auf der Symmetrie ebene eines Kreis- 
kegels senkrechten Eheneu, deren Schnitte Ellipsen sind, in welchen die 
auf der Symmetrieebene senkrechten Achsen eine constante, Grösse 
haben, a) eine feste Hyperbel in der Symmetrie ebene berühren, 

&) Kegel mit coustantem Volumen abschneiden. 



XIV. Pol und Polare. 

305. Ausser den Sätzen von Pascal luid Brlanchon können 
viele andere mittelst der Centralprojection entwickelt werden. Von 
solchen werden wir hier nur den wichtigsten derjenigen, welche 
die sogenannten Polar eigen Schäften betreten, mitnehmen. Dabei 
werden wir den Umstand benutzen, dass wegen des Hilfssalzes 12Ö. 
die Centralprojection zweier harmonisch verbundener Punktpaare einer 
Geraden zwei neue harmonisch verbundene Punktpaare sind. 

Wir können anch den genannten Satz umkehren und sagen, 
dass, wenn ÄÄ und BB' zwei harmonisch verbundene Punktpaare 
einer Geraden, und A^^A{, B^B^ zwei harmonische Punktpaare 
einer andern Geraden in derselben Ebene sind, welche so liegen, dass 
die Geraden A^^A, A^'A' imd 5, B durch einen Punkt T gehen, 
auch Bi'B" durch y gehen wird. Dies folgt daraus, dass, wenn die 
Punkte A^A^', S^ gegeben sind, der Punkt B{ durch die harmonische 
Verbindung völlig bestimmt ist. 

Wir brauchen noch die folgenden Sätze über Figuren, die von 
Geraden und Kreisen handeln (206—208). 

206. Wenn die Punkte A und A! in Beziehung auf das 
Punktpaar BB" auf derselben Geraden harmonisch verbunden sind, 
undJ/dei Mittelpunkt \on 4A ist, so hat man BM .BB' ^BA.BÄ. 

— Wenn mau ndmlich in dei i.leichung -jr-^ = — J^' ^"d"^'''^'' 
wir gewöhnlich die hnmt niitht Verbindung ausdrücken, die Punkte 
mittelst ihrer mit Vorzeichen gerechneten Abstände vun B be- 
stimmt, so hndet man 

jB i. B A __ SA . B A' 
SA+BA' ~ BM ■ 
207 In einem vollständigen Vierseite — das aus vier Ge- 
raden, ihien sechs Schnittpunkten A, Ä\ B, S\ C, C, welche drei 
PaaiP gegenüberliegender Ecken bilden, und den Verbindungslinien 
dieser Lcken AA , BB, CC , welche die Diagonalen genannt 



y Google 



- 78 - 

werden, liestehf. — wird jede Diagonale von den zwei andoni 
harmonisch geLheilL. — Bezeichnen wir nämlich durch E den Schnitt- 
punkt der Geraden BS" und CG' und durch G und F die mit E in 
Beziehung anf B und B", resp, C und C, harmoniscli verbundenen 
Punltte, so werden (205) sowohl A, F und G, als auch J, F und G 
je auf einer Geraden liegen. Weil die beiden so bestimmten Geraden 
durch F und G gehen, müssen sie zusammenfallen in eine Gerade, 
die, weil sie durch A und Ä geht, eben die dritte Diagonale AA' 
ist. Die Punkte F und G sind also die Punkte, wo die andern 
Diagonalen CC und BB' von AA' getrofifeii werden. 

308. Der Ort der Punkte ¥, welche mit einem festen Punkte 
E in Beziehung auf die Schnittpunkte XX' der Geraden EY mit 
einem Kreise harmonisch verbunden smd, ist eine Gerade.') 

Der Ort des Mittelpunktes M der Sehnen XX' ist nämlich 
ein durch E gebender Kreis. Wegen 206. hat der Punkt Y die- 
selbe Potenz YE. YM = YX . YX' in Beziehung auf diesen Kreis 
und den gegebenen. Der Ort ist also die Potenzlinie (3) dieses 
Kreises und des gegebenen. 

Die Beweisführung zeigt, dass die Gerade senkrecht auf dem 
durch E gehenden Durchmesser ist, und dass er, wenn E ausser 
des Kreises liegt, durch die Berührungspunkte der durch Abgehen- 
den Tangenten geht. 

209. Der Ort der Punkte Y, welche mit einem festen Punkte E 
in Beziehung auf die Schnittpunkte X und Ä' der Geraden EY 
mit einem Kegelschnitte harmonisch verbunden aind, ist eine Gerade, 
welche die Polare des Punktes E in Beziehung anf den Kegel- 
schnitt genannt wird. Dieser Satz wird aus 208. mittelst Central- 
jirojection gefolgert. 

210. Aufgabe: Ein Kegelschnitt sei vollständig gezeichnet; 
mittelst des Lineales die Polare eines gegeben Punktes E zu con- 
struieren. — AuflSsuug: Man nimmt E zum Schnittpunkte zweier 
Diagonalen BB' und CC eines vollständigen Vierseites, in welchem 
die zwei Paare von gegenüberliegenden Ecken B, ff und C, C auf 
dem Kegelschnitte liegen. Die durch das dritte Paar gegenüberliegen- 
der Ecken A, Ä bestimmte Diagonale wird dann die Polare von E 
sein, weil sie die Geraden BS und CC in denselben Punkten 
wie diese Polare schneidet (207). — In dieser Gonslruction sind 
EBB' und ECC zwei willkürliche Geraden durch E, welche den 
Kegelschnitt schneiden, oder B und C sind zwei willkürliche Punkte 

1) Vecgl. die Anmerkung zu 134. 
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des Kegelsclinittes. Dadmdi kann man erreichen (was uns in 211, 
nützlich sein wird), dass der Schnittpunkt A der Geraden BG mit 
der Polare ein willliürlieher Punkt dieser Geraden wird. 

311. Wenn die Polare eines Punktes £ durch einen Punkt J 
geht, so wird umgekehrt die Polare von A durch S gehen. — Wendet 
man nämlich die in 210. gegebene Construction so an, dass der 
gegebene Punkt A eine Ecke des Vierseits wird, so ist A der Schnitt- 
punkt der beiden Diagonalen BC und B'C eines anderen voll- 
ständigen Vierseits, in welchem E eine Ecke ist. — Wenn die 
Gerade AE den Kegelschnitt schneidet, wird der Satz auch daraus 
folgen, dass S und A dann harmonisch verbunden sein müssen in 
Bezug auf die Schnittpunkte. 

313. Jede Gerade in der Ebene eines Kegelschnittes ist in 
Beziehung auf den Kegelschnitt die Polare eines Punktes E, welchen 
man als den Schnittpunkt der Polaren zweier Punkte der Geraden 
bestimmen kann (211). Dieser Punkt wird der Pol der Geraden 
genannt. 

313. Wenn ein Punkt E der Schnittpunkt zweier Taugenten 
an einen Kegelschnitt ist, so liegen die Berührungspunkte auf der 
Polare von E. — Der mit E harmonisch verbundene Punkt in 
Beziehung auf zwei zusammenfallende Punkte einer durch E gehen- 
den Geraden fällt nämlich mit den coincidirenden Punkten zu- 
sammen. Der Satz folgt übrigens auch aus 208. Schluss. — Man 
kann dadurch mittelst des Lineales die Tangenten von einem ge- 
gebenen Punkt an einen vollständig gezeichneten Kegelschnitt 
ziehen (210). 

314. Die Polare eines Punlttes E entliält den Schnittpunkt 
der Tangenten in den Punkten, in welchen eine willkürliche Gerade 
durch E den Kegelschnitt schneidet (211. und 213.). 

215. Die Polare eines Punktes E einer Leitlinie eines Kegel- 
schnittes gellt durch den der Leitlinie geliörigen Biennpunkt F 
und ist senkrecht auf der Geraden EF; die Polare eines Brenn- 
punktes ist die zugehörige Leitlinie (120). 

316. Die Polare eines Punktes E, welcher unendlich fern in 
einer gegebenen Richtung Hegt, ist der Durchmesser, der die in 
dieser Richtung gezogenen Sehnen lialbirt; die Polare des Centrums 
ist unendlich entfernt. — Dies folgt daraus, dass, wenn der eine 
Punkt E von zwei in Beziehung auf das Punktpaar A, Ä harmonisch 
verbundenen Punkten E, E' sich bis ins Unendliche entfernt, der 
andere E' der Mitttelpunkl des Paares A, Ä sein wird. Mittelst 
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dieses Salzes kann man die wichtigsten frülier gefundenen Durch- 
messersätze aus den jetzt gefundenen Polarsätzen folgern. 

317. Die Polare eines Punktes E ist mit dem conjugirten 
Durchmesser des durch E gehenden Durchmessers parallel (216. 
und 211.; wenn E der Schnittpunkt zweier Tangenten ist, ist der 
Satz schon iit 140 bewiesen). 

Uebungsauf gaben. 

1) 5 Punkte eines Kegelschnittes siud gegeben; mittelst des 
Lineals die Polare eines gegebenen Punktes und den Pol einer 
gegebenen Geraden zu construii'cn. 

2) 5 Tangenten eines ' Kegelschnittes sind gegeben; mittelst 
des Lineals den Pol einer gegebenen Geraden und die Polare eines 
gegebenen Punktes zu construiren. 

3) Wie kann man die PolarsäUe dazu benutzen, den Brianchon- 
schen Satz (199) aus dem Pascal'schen (195) herzuleiten? 



XV. Weitere Sätze über confoeale Kegelschnitte. 

In 94 — 101. sind schon einige Sätze über confoeale Kegel- 
schnitte entwickelt. Die späteren Abschnitte — und in diesen nameut 
lieh der Satz 198 von einem Sechsecke, welches einem Kreise um- 
geschrieben ist, in Verbindung mit einigen weitereu elementaren 
Hilfssätzen, welche wir jetzt entwickeln werden (218—219), - 
lauben uns etwas weiter zu gehen. Dabei werden wir nur von 
Ellipsen und Hyperbeln sprechen, indem die Parabeln als Cirenz- 
formen aufzufassen sind. 

318. Wenn die Gerade, welche einen Punkt F mit dem 
Centrum P eines Kreises verbindet, einen Winkel der Geraden FA 
und FA' von F an ein Paar gegenüberliegender Ecken A und A' 
des von vier Tangenten des Kreises gebildeten vollständigen Vier- 
seits halbirt, so wird sie auch einen Winkel der Geraden FB und F^ 
und einen Winkel der Geraden FC und FC', welche F mit den 
zwei anderen Paaren gegenüberliegender Ecken B und B', C und C 
verbinden, halbireu. 

Um diesen Safü zu beweisen, kann man die Figur um die 
Gerade FP bis in ihre symmetrische Lage in Beziehung auf diese 
Gerade drehen. Der Kreis wird dann wieder sich selbst decken, 
und das umgeschriebene Vierseit ABA'B' wird in ein neues um- 
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geschriebenes Vierseit aba'i' fallen. Die Gerade AB wird die ent- 
sprechende Gerade ab, und die Gerade AB" die Gerade ab', in 
den Punkten H und / der Symmetrieachse schneiden. Weil nun das 
Sechseck ab' lÄBH dem Kreise umgeschrieben ist, werden (l98) 
die Geraden a^, h' B und IH durch einen Punltt gehen, und weil 
aÄ und IH sich in F schneiden, inuss auch h' B durch eben 
diesen Punkt gehen. Die Geraden FB und FB' liegen also symme- 
trisch in Beziehung auf FP. 

219. Wenn, umgekehrt, die Winkel der Geraden FA und 
FJ und der Geraden FB und FB", welche einen Punkt F mit 
zwei Paaren gegenüberliegender Seiten eines einem Kreise um- 
geschriebenen vollständigen Vierseits verbinden, dieselben Halbirungs- 
linien haben, so wird die eine von diesen durch das Centrum P des 
Kreises gehen. — Wäre nämlich dies nicht der Fall, so wurde man auf 
der Tangente BÄ den Punkt Ä' so bestimmen können, dass FÄ' 
(im entgegengesetzten Umlaurslune) denselben Winkel mit FP wie 
FA bildete, und von A" die zweite Kreistangente Ä' &' ziehen, 
die B" A in B" schnitte. Dann würde FP einen Winkel der Ge- 
raden FA und Fj' und also auch (218) einen Winkel der Geraden 
FB und FB" halbiren. Construirt man jetzt (107) einen Kegel- 
sclmitt mit dem Brennpunkt F, welcher die Geraden B' A, AB 
und BA' berührt, so wird dieser wegen des Gegebenen auch A' B 
und wegen des eben Gefundenen auch A"B" berühren (82). Wäre 
nun A"B" wirklich von A' B' verschieden, so würde der construirte 
Kegelschnitt und der Kreis 5 gemeinschaftliche Tangenten haben, 
was unmöglich ist (200). 

320. Wenn man von zwei Punkten A und A' eines Kegel- 
schnittes die Tangenten an einen Kreis mit dem Cenlrum im 
Schnittpunkte P der Tangenten des Kegelschnittes in A mid A' 
zieht, so werden diese vier Tangenten einen mit dem ersten confocalen 
Kegelschnitt berühren. 

Erster Beweis. Wenn F ein Brennpunkt des gegebenen 
Kegelschnittes (7) ist, so giebt es emen Kegelschnitt {K) mit dem 
Brennpunkte F, welcher drei der vier Kreistangenten berührt (107), 
Weil die Gerade FP einen der von FA und FA gebildeten Winkel 
halbirt (80), wird er auch (218) einen Winkel der Geraden FB 
und FB', welche F mit einem anderen Paare gegenüberliegender 
Ecken des von den vier Tangenten gebildeten Vierseites verbinden, 
halbiren. Der Kegelschnitt (Ä") berührt dann auch die vierte 
Tangente (82). Die Gerade von A an den zweiten Brennpunkt F^ 
des Regelschnittes (A') ist diejenige, welche mit AB (im entgegen- 
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gesetzten UmlauMnne) detiselben Winkel bildet wie AF mit Äff ('S)- 
Die Tangente AP halbirt also auch einen Winkel von AF und 
AF,, woraus folgt, dass AF^ auch durch den zweiten Brennpunkt 
des gegebenen Kegelschnittes (7) gehen mnss. Dasselbe muss mit 
A' F^ der Fall sein. F^ ist also eben auch der zweite Brennpunkt 
des gegebenen Kegelschnittes. 

Zweiter Beweis. B und B' seien auch hier ein Paar gegen- 
überliegender Ecken des Vierseits. Der Kegelsclinitt (Ä") mit den- 
selben Brennpunkten Fund F^ wie der gegebene (7), welcher AB 
berührt, wird auch AB' berühren (98). P ist das Centrum eines 
Kreises, welcher die Brennstiahlen FA, FÄ , F^A, F^Ä an Ä 
und /i berührt (83). Die Gerade BP halbirt einen Winkel der 
Geraden BA und BÄ , also auch einen Winkel der Geraden BF 
nnd BF^ (218). Hieraus folgt, dass auch BÄ den Kegelschnitt {K) 
berühren muss, und ebenso wird B' Ä diesen Kegelschnitt berühren. 

231. Die vier Tangenten von zwei Punkten A und A eines 
Kegelschnittes (/) an einen mit diesem confocalen Kegelschnitt {iC) 
berühren einen Kreis mit dem Centrum im Schnittpunkte P der 
Tangeuten des Kegelschnittes (i) in A und Ä. — Wenn nSmlich 
dieser Punkt nicht denselben Abstand von den vier Tangenten an {K) 
hätte, würde man einen Kreis mit diesem Centrum construiren 
können, welcher die ihm am nächsten liegende dieser Tangente be- 
rührt, und nachher die übrigen drei Tangenten an diesen Kreis 
von A und Ä legen. Diese würden den Kegelschnitt {K), der 
durch die beiden Brennpunkte und eine Tangente bestimmt ist, 
berühren (220), und müssten also mit den gegebenen Geraden zu- 
sammenfallen. 

222. Wenn ein Kegelschnitt {K) und ein Kreis (mit dem 
Centrum P) vier gemeinschaftliche Tangenten haben, so werden diese 
ein vollständiges Vierseit hildeuj in welchem jedes Paar gegenüber- 
liegender Ecken auf einem mit (jC) confocalen Kegelschnitte liegt. 
— Wenn A und A gegenüberliegende Ecken sind, wird es immer 
einen Kegelschnitt (./) geben (98), welcher mit (/t") confocal ist und 
die Gerade AP in A berührt. Es ist zu beweisen, dass A der 
Beruh rnngspunkt der andei'u Tangente vom Punkte Pan (/) ist. Wenn 
F ein Brennpunkt der beiden Kegelschnitte ist, werden die Winkel 
der Geraden FA und FA und die Winkel der Geraden von F an 
die beiden anderen Paare gegenüberliegender Ecken des vollstän- 
digen Vierseits dieselben Halbirungslinien haben (62). FP ist dann 
die eine dieser gemeinschaftlichen Halbirungslinien (219). Die 
Gerade ii"^ wird also durch den gesuchten Berührungspunkt gehen; 
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wenn F^ der andere Brennpunlit isf, wird dasselbe von F^A' gelten. 
A' ist also wirklich der gesuchte Berührungspunkt. 

Aus dem liier bewiesenen Satze folg), dass unter den in 330. 
und 221. gegebenen Bedingungen nicht nur A und A", sondern 
auch die beiden andern Paare gegenüberliegender Ecken auf Kegel- 
schnitten liegen, welche mit dem gegebenen coiifocal sind. 

323. Wenn man von einem willkürlichen Punkte P Tan- 
genten an zwei confocale Kegelschnitte zieht, so werden die von den 
Berührungspunkten A und A" mit dem einen Kegelschnitte an die 
Berührungspunkte B und B' mit dem andern gezogenen Geraden 
sowohl einen mit den gegebenen confocalen Kegelschnitt, als auch 
einen Kreis mit dem Centrum P berühren. — P ist nSmIich das 
Centrum eines Kreises, welcher die Geraden FA, FÄ, FjA und 
F^A^ beröhrt (83). BP halbirt einen Winkel der Geraden BF 
und BF^, also auch (218) einen Winkel dei' Geraden BA und BÄ. 
Der Kreis mit dem Centrum i* welcher BA beröhrt, wird also 
aucli BA" berühren u. s, w. 

324. Wenn man einen willkürlichen Punkt B der Ebene mit 
den Brennpunkten F^ und F eines Kegelschnittes verbindet, werden 
die Halbirungslinien der Winkel der Geraden BF und BF, so ver- 
bunden sein, dass die eine durch den Pol des andern in Beziehung 
auf den Kegelschnitt geht. — Um dieses zu beweisen, bemerken 
wir erstens, dass wenigstens die eine der Halbirungslinien, welche 
die endliche Strecke f^F trifft, die Curve schneidet, wenn sie eine 
Ellipse ist, und wenigstens die andere Halbierungslinie, wenn sie 
eine Hyperbel ist. Jedenfalls wird also eine der Halbirungslinien 
die gegebene Curve, die wir (/) nennen mögen, in zwei Punkten A 
und Ä schneiden. Mennen wir nun den mit (7) confocalen Kegel- 
schnitt, der in B die Gerade AA' beröhrt (K), so haben wh-, mit 
unveränderten Benennungen einen Grenzfall von 221., indem nur 
hier die Tangenten AB und A'B zusammengefallen sind, und also 
ihr Schnittpunkt B in den Berührungspunkt gefallen ist. Die Ge- 
rade BP von ß an den Schnittpunkt P der Tangenten des Kegel- 
schnittes (7) in A und ^ muss also einen der Winkel der zu- 
sammenfallenden Gei-aden BA und BA' halbiron, also senkrecht auf 
AA' sein. Der Pol P von A^ liegt also auf der andern Halbirungs- 
linie der Winkel der Geraden BF nnd BF^ Dirins folgt, dass 
auch der Pol diebei Halbirungshme auf 4 4 litgt (211) 

Im Falle, wo B dei Schnittpunkt zweier Tangenten de« ge 
gcbcnen Kegelschnitteh ist kann man den Satz unmittelbar aus dei 
Polarsälzen heileiten, ihne den Satz 221 zu bmulztu 
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225. Der Ort der Pole einer gegebenen Geraden / in Bezie- 
hung auf eine Reihe confoealer Kegelschnitte ist die auf l in 
ihrem Beröhrnngspunkle mit einem Kegelschnitte der Reihe senk- 
rechte Gerade (224). 

226. Der Ort der Polare eines festen Punktes P in Be- 
ziehung auf eine Reihe confoealer Kegelschnitte ist eine Parabel. 
— Eine Willkürliche der Polare kann nämlich bestimmt werden als 
die Verbindungslinie der Pole zweier Geraden durch P. Betrachten wir 
dann die Geraden PF und PF^ von P an die Brennpunkte, so werden 
die Pole die Schnittpunkte B und Äj sein, der auf PF und PF^ 
senkrechten Geraden in F und F^ mit den diesen Brennpunkten 
gehörigen Leitlinien. Betrachten wir nun verschiedene Kegelschnitte 
der Reihe, so werden die ihnen gehörigen Punkte M und B, pro- 
portionale Strecken auf den Geraden FM und FR^ begrenzen. Es 
wird dann aus 77. folgen, dass die Parabel, welche FR und FB^ 
sowohl als auch zwei der Geraden ÄiJ, beröhrt, — welche man 
mittelst 76. bestimmen kann — alle diese Geraden berühren wird. 

Die durch das gemeinschaftliche Centrum der Kegelschnitts- 
reilie gehenden Polaren werden die gemeinschaftlichen Achsen sein, 
und die durch P gehenden Polaren sind die Tangenten der durch P 
gehenden Kegelschnitte der Reihe. Indem diese beiden Polarenpaare 
rechtwinklig sind, muss die Gerade OP die Leitlinie der gefundenen 
Parabel sein (102). 



XVI. Beispiele atis der Aiiweiidnng der Kegelsehiiittslelire 
mi die Bewegungslelire. 

1) Wurfbewegung. 
227. Wenn ein materieller Punkt von einem festen Punkt Z 
mit einer gewissen Geschwindigkeit v ausgelit, und keinen Kräften 
unterworfen ist, wird er sich so in der Richtung der Geschwindig- 
keit weiter bewegen, dass er in der Zeit t bis in den durch 
ZQ ^ y = vt bestimmten Punkt gelangt. Wenn er dagegen 
während derselben Zeit der Schwerkraft imter werfen ist, wird 
nicht der materielle Punkt selbst, sondern der Schnittpunkt der 
durch ihn gehenden Verticale mit der Geraden ZQ, auf weicher er 
sich durch Z bewegte, bis nach Q gelangen, während der materielle 
Punkt selbst sich auf dieser Verticale um eine Strecke 
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— ■ wo ^ die Gesrhw iiiiliakt il ist, w t Irhe die Stliw crkrafl w dlirend der 
Zeit Eids ertheill, — son dieijem Srhmttpiiiikte entfernt hat. Die 
Lage X des Iiewegten Punkte'« nach Veilaufe der Zeit t wird also 
auf die feste Vertitale diiith Z und auf die fe«le Gerade ZQ durch 
die Gleichungen 

y = vl, ^ = \f/t 
bezogen, woraus min diiich riiminaUou \)n / die Gleichung 



erhält, wo v und g con^tint sind Diese trii t iinabhängige Glei- 
chung, welche also allen Lagen des bewerten Punktes Jf entspricht, 
drückt(l60)aus,diss';e ine Bahn eine Paiabel ist, deren Achse 
vertical steht, die in ;? die feste Gerade Z^ berührt und deren 
Brennpunkt F von Z die Entfernung FZ = f^^ hat. 

Diese Parabel lässt sieb leicht constmiren; denn die Rlclitung 
der Geraden ZF ist durch die Tangente bestimmt, und mittelst der 
bekannten Länge von ZF findet man den Brennpunkt F. Die 
Leitlinie der Parabel ist die über Z in derselben Entfernung 
— liegende Gerade. 

228. Die Geschwindigkeit des bewegten Punktes ist überall 
dieselbe, weiche er erreichen würde durch einen freien Fall von 
dem senkrecht über ihm gelegenen Punkte der LeitUnie. — Man 
kann nämlich jeden Punkt X der Bahn als den (in 227. Z ge- 
nannten) Anfangspunkt der Bewegung betrachten. Die Gleichung 
V = y^gf drückt dann den Satz aus. 

229. Eine graphische Darstellung der Geschwindigkeit kann 
man dadurch erhalten, dass der senkrechte Abstand des Brenn- 
punktes von der Tangente in einem Punkte X der Bahn der Ge- 
schwindigkeit V in diesem Punkte proportional ist. — Ist nämlich f 
der Brennslrabl an diesen Punkt und M die Projection des Brenn- 
punktes auf die Tangente, so muss M auf der Tangente im Scheitel Ä 
der Parabel liegen (66), und FM wird das geometrische Mittel 
sein von FX und FA (64). Indem FA = =~, wo p der Parameter 
ist, hat man dann FM = ^ V/Tp und also (228) 

v--\/^.FM. 

Indem der Piinki i}/ die Gerade ^d/ dm'chläulV, zeigt also die 
Variation von F3I die Variation der Geschwindigkeit, und weil 
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diese stets senkrecht auf i'M is), zeigt sie auch die Variation der 
Richtung der Bewegung. 

Weil die Projection von PM auf die Achse der Parabel die 
constaiit« Grösse FA = ^ hat, muss auch die Projection der auf 
FM senkrechten Geschwindigkeit auf die auf der Achse senkrechte 
Gerade AM den constanten Werth T/M hahen (was man auch un- 
mittelbar aus den Principien der Bewegungslehre folgern konnte). 
Weil AM die Hälfte der Projection von FX auf die Gerade AM 
ist, muss dann auch der die Geschwindigkeit dai'stellende Punkt M 

die Scheiteltangente mit der constanten Geschwindigkeit y — 

durchlaufen. 

230. Aufgabe: Einen der Schwerkraft unterworfenen Punkt 
von einem gegebenen Punkte Z aus mit einer gegebenen Geschwin- 
digkeit so zu werfen, dass er einen gegebenen Punkt X trifft. — 
AuflQsaag: Die Bahn — die erstens in der durch Z und X 
gellenden Verticalebene liegen muss — wird eine durch / gehende 
Parabel sein mit bekannter Leitlinie (227). Der Brennpunkt F 
muss folglich ein Schnittpunkt, resp. Berührungspunkt sein der 
Kreise mit den Centren in Z und X, welche die Leitlinie be- 
rühren. Nachher bestimmt man leicht die Tangente in Z oder 
die Richtung des Wurfes. 

Man erhält 2, 1 oder Auflösungen, je nachdem die Kreise 
um Z und Ä einander schneiden oder berühren oder ganz ausser 
einander liegen. Die Bedingung der Berührung dieser Kreise 
ist, dass X auf der Parabel liegt, die den Brennpunkt / hat und 
deren Leitlinie doppelt so weit nach oben von Z entfernt ist, als 
die Leithnie der gesuchten Bahnparabeln. Diese Parabel, welche 
wir die Grenzparabel nennen werden, ist auch durch den Brenn- 
punkt / und ihre Scheiteltangente, w^elche mit der Leitlinie der 
Bahnparabeln zusammenfällt, bestimmt. 

Wenn der Punkt X auf der concaven Seite der Grenzparahel 
liegt, hat unsere Aufgabe i;wei Lösungen, wenn er auf der convexen 
Seite liegt, keine. 

231. Alle Bahnen der in einer festen Ebene von einem festen 
Punkte Z aus mit derselben Geschwindigkeit geworfenen Punkte 
berühren ihre Grenzparabel. — Man sieht erstens, dass die durch 
einen Punkt X der Grenzparabel gehende Bahnparabel in diesem 
Punkte die Grenzparabel berührt, weil der Brennpunkt F auf der 
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Geraden ÄZ liegt (230). Weiter wird auf jeder Babnparabel der 
Punkt, wo sie den Breniistrahl FZ ausser in Z schneidet, ein Punkt 
der Grenzparabel sein. Man sieht auch, dass eine Bahaparabel 
und die Grcnzj)araJ)el nicbt lindere Berührungspunkte oder Schnitt- 
punkte haben. 



l) lind 3) Finen dir Sihwcikiaft unteiwoifenen Punkt \on 
einem gegebenen Punkte Z aus mit elnei gegebenen Geschwmdig 
keit so zu werfen dds« die Bahn eine m eini,i duich Z gehenden 
Vei ticalebene hegende deiade entweder berühit, c dei n imal tiiffl 

3) Mit welcher Geschwindigkeit muss man einen ithweren 
Punkt von einem festen Punkte ans m einer gegebenen Richtung 
werfen um einen indem festen Punkt zu tieffen? 

4) Einen schweren Punkt von cmim ^egtbenen Punkte mt 
so m weilen da « fi euiin nrltin ge^elenen Punkt mit dei m g 
liehst kleinen t escbwinligkrit tuilt 

2) Keppler'BOhe Gesetze, 
233. Wir werden hier die, auch in elementaren Lehrbüchern der 
Physik entwickelte, von Newton gegebene Erklärung des ersten Keppler- 
schen Gesetzes als bekannt voraussetzen, dagegen seine Erklärung der 
zwei andern Gesetze beweisen. Wir setzen also als bekannt voraus, dass 
ein von einem festen Punkte C angezogener materieller Punkt X sich 
so bewegen wird, dass die von den radii vectores CX beschriebenen 
Sectoren mit den dazu angewandten Zeiträumen proportional sind. 
Ist s das Areal eines solchen Sectors, ( der entsprechende Zeit- 
raum, so hat man 

s = \h.t, (1) 

wo wir den conslanten Werth des Verhältnisses \ k geschrieben 
haben. Statt dieser Gleichung kann mau, was wir auch als be- 
kannt voraussetzen, 

schreiben, wo v die Geschwindigkeit des bewegten Punktes X ist, 
rf der Abstand des festen Punktes C von der Geraden (Bahntaogente), 
auf welcher der Punkt X sich eben bewegt. 

Wenn umgekehrt eine der Gleichungen (l) oder (2) während 
der Bewegung Statt hat, so geht die Richtung der wirkenden Kraft 
durch den festen Punkt C. 

Weiter erinnern wir daran, dass Geschwindigkeiten, wenn man 
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sie durch datnil propocUonale, mit der Bewegungsi'ichtung parallele, 
Gerade graphisch darstellt, sich ganz wie Kräfte zusammeasetzen, 
also mittelst Parallelogramme oder solcher Dreiecke, welche die 
Hälften der Far»lletogramme sind. Nun misst man eine auf die 
Masseneinheit wirkende Kraft, auch Beschleunigung oder be- 
schleunigende Kraft geuannt, durch die Geschwindigkeit, welche 
sie, wenn unverändert, in der Zeit Eins miltheilen würde, oder 
durch diejenige, welche sie im Zeitraum t mittheilen würde, durch ( 
dividirt. Ist also in einem gegehenen Augenblicke die Geschwindig- 
keit eines bewegten Punktes durch OS dargestellt — so dasa c. OS 
ihre Grösse ist — und verändert sie sich danach mittelst Kräfte, 
die je in einem der auf einander folgenden Zeiträume t^, t^, t^ .. 
unverändert wirken, in Geschwindigkeiten, die auf dieselbe Weise 
durch die Strecken Oä,, öäj, OS^ . . dai^esteüt werden, so haben 
die heschleunigenden Kraft« die Grössen 

c, SS, c- S, Sa 0. gj S, 
h ' h ' '3 
gehabt, und mit den Geraden SS^ S^S^, S^Sg . . . parallel gewirkt. 

Wenn nun die Zeiten („ t^, t^ .. unendlich klein sind, so wird 
die veränderliche Geschwindigkeit durch die Verhlndungsgerade 
eines festen Punktes mit einem Punkte S, der sich auf einer 
Curve (S) bewegt, dargestellt, und die beschleunigende Krall ist 
in jedem Augenblicke auf dieselbe Weise durch die Geschwindig- 
keit w, mit welcher der Punkt S diese Curve durchläuft, dar- 
gestellt; bat die Geschwindigkeit v des bewegten Punktes JT die 
Grösse c. OS, so wird die beschleunigende Kraft die Grösse c. w 
haben, und parallel mit dei' Tangente der Curve (S) wirken. 

Dieser graphischen Darstellung kann man auch dadurch eine 
leichte Modiflcation geben, dass man die ganze Figur um 90" in 
ihrer Ebene dreht; dann bleibt alles ungeandert mit der einzigen 
Ausnahme, dass jetzt die Richtungen aller Geschwindigkeiten und 
Kräfte auf die sie darstellenden Richtungen senkrecht sind. Von 
der dadurch erhaltenen Darstellungsweise, die wir nun zur Ent- 
wickelung des zweiten Kepplerschen Gesetzes benutzen werden, 
haben wir schon in 229. ein Beispiel gehabt, wo F und M die- 
selben Bedeutungen hatten wie hier und S. Der Punkt M 
durchlief mit constanter Geschwindigkeit eine Gerade, indem die 
wirkende beschleunigende Kraft senkrecht auf diese Gerade mit 
constanter Grösse wirkte. 

Wir bemerken noch, dass, wo wir im Folgenden von der 
Grösse von Anziehungen eines festen Punktes sprechen. 
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wir dadurch Beschleunigungen, die nach Geraden, welche 
durch gehen, wirken, bezeichnen werden, und diese als positiv 
oder negativ rechnen, je nachdem sie gegen oder von ab 
(Abstossungen) gerichtet sind. 

233. Aufgabe: Ein Punkt X bewegt sich auf einem 
Kegelschnitte, indem er einer Anziehung an einen Brenn- 
punkt F, und keiner andern Kraft, unterworfen ist. Die 
Grösse dieser Anziehung zu finden, 

Auflösung: Sei X ein willkürlicher Punkt der Bahn (die 
voi-iäufig eine Ellipse oder HyiierbeJ sein mag), M und M^ seien die 
Projectionen der Brennpunkte F und f, auf die Tangente in X und 




endlich Sj der symmetrische Punkt des Brennpunktes F^ in Be- 
ziehung auf diese Tangente. Dann giebt die Gleichung (2) (siehe 
auch den Satz 71.) 

^ —1, ^1-3^1 _ fe . J'i g , i.,-, 

^ — FM~"- a' ^ c" ~ i {a" - c')' '•^-' 

wo ß und c die gewöhnlichen Bedeutungen haben. 

Die Gerade f^Sj, welche den festen Punkt Fi mit dem 
Punkte Sj, der den Kreis (F, 2 «) durchläuft, verbindet, stellt also 
die darauf senkrechte Ge8ch\rtndigkeit des beweglichen Punktes im 
Punkte X seiner Bahn dar, und die Anziehung — deren Vorzeichen 
man vorläuüg unbestimmt lassen kann — ist also der, auf 
FX senkrechten, Geschwindigkeit des Punktes Äj, mit , _ -^ 
multiplicirt, gleich. Um nun diese Geschwindigkeit des Punktes Ä, 
zu finden, lassen wir den Punkt X sich während der Zeit l bis 
in einen Punkt X' bewegen, wodurch Sj den Kreisbogen S^S^ durch- 
läuft. Die gesuchte Geschwindigkeit ist dann der Grenzwerth lim. -^-^-,, 



y Google 



__ 90 — 

weictier dem Werlhe ( = entspricht, um diesen Grenzwerth 
KU berechnen, hezeichnen wir durch a den Rreiaaector FS^Sj^, 
durch S die Diflerenz ÄVÄ' des mit FS-^S^' concentrischen und 
ähnlichen Kreissectors FXV und des Ellipse nsectors FXX' {= s), 
und endlich durch f den Srennstrahl FX. Man hat dann die 
Gleichungen 

«eiche in Verbindnug mit s ^= \ kt [Forme! (l) 232J 

geben. 

Wenn wir jetzt l = Q machen, so wird auch s und zur selben 
Zeit — gleich Null werden. Also ist lim —j^ = —ß-, und die ge- 
suchte Anziehung wird 

»der weil der erste Factor constant ist: die Anziehung ist dem 
Quadrate des Äbstandes / des beweglichen Punktes vom 
Kraftcentnim F umgekehrt proportional (Erklärung des 
zweiten Keppler'schen Gesetzes). 

Um nun das Vorzeichen in (4) zu bestimmen, bemerken wii-, 
dass <p positiv oder negativ ist, je nachdem F auf der concaven 
oder convexen Seite der Bahn sich befindet. Weil ausserdem a' — c^ 
positiv oder negativ ist, je nachdem die Curve eine Ellipse oder 
Hyperbel isl, müssen wir in (4) + lesen, wenn die Curve 1) eine 
Ellipse oder 2) der vom Brennpunkte /"entferntere Hyper- 
belzweig ist, dagegen -H, wenn sie 3) der dem Brenn- 
punkte F nähere Hyperbelzweig ist. 

Mau kann übrigens auch statt (4) eine für alle drei genannte 
Curven gemeinschaftliche Formel bilden. Numerisch ist nämlich 
FSj = 2a; der Punkt S, liegt aber auf der Verlängerung von FX 
über X hinaus, wenn die Curve eine Ellipse ist, auf FX-, wenn 
sie ein entfernterer Hyperbelzweig ist (siehe Fig. 2, Seite 12, w^o dann 
nur die Namen der Brennpunkte zu vertauschen sind) und auf der 
Verlängerung rückwärts üher F, wenn er ein näherer Hyperhelzweig 
ist. Rechnen wir also die Abstände auf der Geraden FX 
positiv in der Richtung von f nach X, so erhält man statt (4) 
Ä» ■ FS, 1 , . ,^ 
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Durch Einfiihnitig des Pacymeters /) = + 2 — - — urliSit 
man 

wo -j- für die Ellipse und iten näheren Hyperbelzweig, -:- für den 
entfernteren, 7.u lesen ist. Diese Formel lässt sich noch auf den 
(Jebergangsfall der beiden ersten diesei' Fälle anwenden, wo die 
Curve eine Parabel ist mit dem Brennpunkte F, und wo S^ 
sich ins Unendliche entfernt hat. In diesem Falle muss man die 
Geschwindiglieit durch den ersten Ausdruck (3) bestimmen. Die 
schon voraus nntersnchte Wurfbewegung auf einer Parabel bildet 
einen Uebergangsfall von der Eilipsenbewegung zur Bewegung auf 
einem entfernteren nyperhclz\¥eigej indem dann F sich ins Un- 
endliche entfernt bat. 

334. Für die Bewegung auf einer Ellipse braucht man noch 
einen vierten Ausdruck der Anziehung. Nach dem Verlaufe einer 
gewissen Zeit T, die Umlaufszeit, wird nämlich der bewegliche 
Punkt wieder in den Anfangspunkt der Bewegung eintrelTen, und 
dann periodisch ganz dieselbe Bewegung wiederholen. Die Formel (l), 
auf das Areal der ganzen Ellipse (181) angewandt, giebt nab = ^k. T. 
Man hat noch d^ = «* — c^. Die Formel (4) lässt Sich dann flir 
die Ellipse in 

ändern. Man sieht, dass für diejenigen Ellipsenbewegungen, wo 
die Quadrate der Umlaufszeiten mit den Cuben der Brenn- 
punktsachseA proportional sind, der erste Factor In (4) oder 
die Anziehung für den Abstand f= 1 gerechnet dieselbe 
ist (Erklärung des dritten Keppler'schen Gesetzes). 

236. Die umgekehrten Sätze von 233. und 234. sind auch 
richtig. Wenn nämlicb ein beweglicher Punkt von einem festen 
Punkte F nach dem Gesetze ^ angezogen wird — wo A" eine ge- 
gebene Constante und f der Abstand des beweglichen Punktes 
von F ist — und eine gegebene Stellung mit einer gegebenen 
Geschwindigkeit in einer gegebenen Richtung passirt, so wird dadurch 
seine Bewegung vollständig bestimmt. Wenn wir also einen Kegel- 
schnitt finden können, auf welchem die Bewegung wegen 233. ganz 
denselben Bedingungen unterworfen ist, so muss der Punkt sich wirk- 
lich auf diesem in voller Uebereinstimmiing mit 233. und 234. 
bewegen. 
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Wenden wir, um Anschliiss an die Figm b zu haben, die 
Beuennungen X, f, v, M, S^, auf die gegebene Anfangsstelhiiig des 
bewegten Punktes aa. Man liat dann erstens die Gleichungen 
[(3) iinil (4S)] 

Um den ke^tlsihnill zu liestimmen, elimiiiirun wir k und erhalten 
dadurch, indem wii 71. und die ähnlichen Dreiecke der Figur 
benutzen , 



_J_^J?£! -^A g' ■ PM . FS, _ v" . FX . FS, 
3{a'-c') "^ ^F,M, ~ iXS, 



■" ~ Tüir^'~r^^r~ "^ '~tf7w. ^ ' 2 xs. > ^^j 



wo FX = f, der aufgestellten Regel gemäss, als positiv gerechnet 
wird. Das Verhältniss -j^ wird dann auch in Beziehung auf das 
Vorzeichen bekannt, und S^ wird eindeutig bestimmt durch 

Der unhelsannte Brennpunkt fj ist dann der symmetrische 
Punkt von S, in Beziehung auf die gegebene Balinlangente (Be- 
wegungsrichtung) in X, und die Brennpunktsachse ist der positive 
Werth von FS^. Der Kegelschnitt ist also wirklich völlig be- 
stimmt. Sein Charakter hängt auf der in 233. beschriebenen 
Weise von der gefundenen Lage von S^ ab. 

236. Der Umstand, dass in 235. der Punkt S^ unabhängig 
von der Anfangs richtung bestimmt ward, giebt uns wichtige all- 
gemeine Eigenschaften der Bahnen der Punkte, die denselben 
Punkt X mit gegebener Geschwindigkeit in verschiedenen 
Richtungen passiren, während der anziehende Punkt F 
und die Anziehung iT im Airstande Eins gegeben sind. Wir 
halten uns dabei an Bahnen, welche in derselben Ebene hegen. 

Erstens zeigt uns die Bestimmtheit von Sj, dass für alle diese 
Bahuen die Brennpunktsachsen dieselbe Länge 3 ri haben, und dass 
sie entweder alle Ellipsen, oder (in Beziehung auf F) alle nähere 
Hyperbelzweige, oder alle entferntere Hyperbelzweige, oder, endlich, 
alle Parabeln sind. Im ersten dieser Fälle wird auch die Umlaufs- 
zeit für alle Bahnen dieselbe sein. 

Weiter sehen wir, dass der dem unbekannten Brennpunkte Fi 
entsprechende Leitkreis {F, 2 a), welcher durch S^ gehen soll, 
allen diesen Bahnen gemeinschaftlich ist, und der Ort des Brenn- 
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puiihtes F^ ist der diesen Leitkreis in S, berührende Kreis mit 
dem Centrum X Wir werden diesen Kreis (^) nennen. Nui- im 
Grenzfalte, wo die Bahnen Parabeln sind mit dem Brennpunltte F, 
ist sowohl dieser Kreis als auch der Leitkreis unendlich entfernt, 
und diese und die darauf gestützten Bestimmungen lassen sich dann 
nicht unmittelbar anwenden. 

Um noch weitere Eigenschaften zu finden^) suchen wir die 
Bahnen, welche durch einen gegebenen Punkt X' gehen. Einen 
neuen Ort des unbekannten Brennpunktes {F^ hat man dann in 
den Kreisen (X') mit dem Ceotrum X', welche den gemeinschalt- 
lichen Leitkreis berühre». Bei der Bestimmung von wirklichen 
Bahnen, weiche dnrch X und J" gehen, kann man jedoch von 
diesen Kreisen {X"") nur denjenigen benutzen, dessen Berührung 
mit dem Leitkreise derselben Art ist wie diejenige des Kreises (X). 
Wenn nämlich die Bahnen Ellipsen sind, ist es nur möglich, 
dass der innere Kreis (X') den Kreis (X) treffen kann, und wenn 
sie Hyperbelzweige sind, liegt X' nur dann auf demselben Zweige 
wie X, wenn J^ ein Schnittpunkt ist des Kreises (X) mit einem 
Kreise (J"), dessen Berührimg derselben Art ist. Die Aufgabe 
hat also höchstens 2 wirkliche Auflösungen. Es kann aber, wenn 
die Bahnen hyperbolisch sind, noch zwei Bahnen- geben, für welche 
der andere Zweig derselben Hyperbel durch X' geht. 

-Der Uebersichtlichkeit wegen werden wh- in der folgenden 
Discussion erstens nur von elliptischen Bahnen sprechen. Die 
zwei durch X' gehenden Bahnen fallen zusammen, wenn der 
Kreis {X') den Kreis (XJ berührt. Der Punkt X' ist dann auch 
das Centrum eines durch X gehenden Kreises, welcher den Kreis 
mit dem Centrum F, der durch den durch S^Y ^ XS^ bestimmten 
Punkt Y der Geraden FX gehl, berührt. Weil X innerhalb dieses 
letzten Kreises liegt, wird der Ort des Punktes X' in diesem Falle eine 
Ellipse mit den Brennpunkten V und X; ihre übrige Bestimmung 
kann dadurch gegeben werden, dass Ä, ein Scheitel sein muss. 

Diese Ellipse, welche wir die Grenzellipse nennen werden, 
berührt in einem willkürlichen seiner Punkte X' die daduich 
gehende elliptische Bahn, weil der Brennpunkt F^ auf der Ge- 
raden XX' liegt Umgekehrt berührt jede Bahn die Grenzellipse; 
der Berührungspunkt ist nämlich der Punkt, wo die Gerade FX 
die Bahn ausser in X schneidet. 

1) Tait: On Bome geometrioal conetructions connected witli the 
Elüptie motion of Unresi-Bted Projectiles. l'roceed. of the R Society of 
Edinburgh, vol. V. 
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Wdl keine Babn die (irfinnellipse scliiu'iji'ii kann, iiiii] ntil 
S^ ausserhalb aller Baliiieii liegl, so müssen die Bahnen ganz inner- 
halb der Grenzcilipse liegen. Je nachdem ein Punkt innerhalb 
oder ausserlialh der Gren/.ellipse liegt, werden durch ihn zwei oder 
keine Bahn gehen. 

Durch Anwendung deiselhen Uni er suchungs weise auf die 
hyperbolischen Bahnen findet man den allgemeinen Salz: Die 
durch die gegebenen Bedingungen bestimmten Bahnen, 
oder wenigstens die vollständigen Kegelschnitte, wovon 
sie — wenn sie hyperbolisch sind — Zweige sind, herübren 
den Kegelschnitt mit den Brennpunkten F und JC und 
mit einem Scheitel in dem den Bahnen gemeinscliafl- 
Itchen symmetrischen Punkte Sj des nicht gegehenen 
Brennpunktes F,. 

Die weitere Discussion der Lagen der hyperbolischen Bahnen 
und der mit ihnen verbundenen Zweige in Beziehung auf die 
hier gefundene Grenzcurve, schlagen wir als Uebung vor. 

Uebuugsaufgaben. 
1) und 2). Die Bahnen in der in 236. bestimmten Reihe 
zu finden, welche -entweder eine gegebene Gerade berühren, oder 
eine gegebene Exeentricität haben (Möglichkeitsbedingungen). 

3) Zu beweisen, dass in derselben Reihe die Tangenten in Ä 
derjenigen Bahnen, welche durch einen Punkt Ä' gehen, gleiche 
Winkel bilden mit der Tangente der Bahn, die auf der Geraden ÄX' 
die möglichst grosse Sehne abschneidet. 

4) Einem von einem gegehenen Punkte ausgehenden beweg- 
lichen Punkte, welcher einer gegebenen Anziehung von einem festen 
Punkt* im umgekehrten Verhältnisse der Quadrate der Abstände 
unterworfen ist, eine solche Anfangsbewegung mitzutheilen, dass 
er bis in einen andern gegebenen Punkt mit der möglichst kleinen 
oder möglichst grossen Geschwindigkeit gelangt. 

3) Aazieliimg proportional mit dem Abstände. 

237. Aufgabe: Ein Punkt X bewegt sich auf einem 
Kegelschnitte, indem er einer Anziehung an das Centrum 0, 
und keiner anderen Kraft unterworfen ist. Die Grösse 
dieser Anziehung zu finden. 

Betrachten wir vorläufig nur den Fall, wo die Curve eine 
Ellipse ist. Sei v die Geschwindigkeit des Punktes, und ä der 
Abstand des Ceiitrums von der Bahntangente in X, k eine Gon- 
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staute und Fein Eiidpunlit des dem Diirclimesser OA'conjiigirleii 
Durchmessers. Dann ist [232. (2)] 

^ fe ^ ft. OY 
^ ~ d a .h ' 

wo a und b die Halbachsen sind (149). Der conjugirte Halh- 
messer ¥ stellt also die Geschwindigkeit des Punktes Ä auf der 
in 232. beschriebenen Weise dar, und die Anniehung wird der 
Geschwindigkeit des Punktes ¥ — weicher sich mit OX pai'allel 
bewegt — mit — r muitiplicirt, gleich sein. Weil nun der EHipsen- 
sector XOY den constauten Werlh —^ hat, so wii'd J'Sectoren 
beschreiben vom selben Areal wie die gleichzeitig von ÜX be- 
schriebenen. Die Geschwindigkeit von ¥ wird dann mittelst dei' 
obigen Formel bestimmt imd ist —^ — p. Also ist die Anziehung 

oder mit dem Abstände direct proportional. Die Lage der 
CoQvexiläl zeigt, dass 90 positiv sem nmss. 

War die Curve eine Hyperbel, so konnte man die Ge- 
schwindigkeit auf dieselbe Weise darstellen, indem dann Y der 
Endpunkt einer auf dem conjugirten Durchmesser von OX ab- 
gesetzten und der halben Länge dieses conjugirten Durchmessers 
gleichen Strecke Y ist. Wegen unserer Bestimmung dieser Strecke 
ist die Gerade X¥ mit der einen Asymptote parallel, und die 
Strecke XY wird von der anderen Asymptote halbirt. Man 
kann also die in 170. beschriebene Tansformation mit der 
Asymptote, welclie XY halbirt, als lunsfoimationsachse so aus- 
führen, dass die Punkte Y und X sich entsprechen. Weil X 
und Y (abgesehen vom Vorzeichen) denselben Abstand von der 
Transformationsachse haben, werden sich entapi ethende Areale 
gleich sein (l70, s). Der Punkt J wiid eme Hypeibil mit denselben 
Asymptoten durchlaufen (170, il) Diese hat weiter, wegen der hier 
gegebenen Bestimmnng, dieselben Lagen und Grössen aller con- 
jugirten Durchmesserpaare, also auch der Achsen; nur ist überall 
der schneidende Durchmesser mit dem nicht schneidenden vertauscht. 

Durch Benutzung dieser ■sogenannten conjugirten Hyperbel 
flndet man hier 
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wo ÖJ' positiv gerechnet ist; der Simi der Convexität zeigt näm- 
lich, ilass cp negativ sein miiss. Setzisn wir OX=a', OY ^=h' 
so Iiaben wir also 

c=. ^ - ^ ' = 4- ^—1 "- = j- y 

wo wir + für die Ellipse, -;- für die Hyperbel lesen, nnd wo A' 
die Anziehung im Abstände Eins ist. 

238. Umgekehrt wird ein von einem festen Punlite im 
directen Verhältnisse der Abstände angezogener Punkt Ä sich auf 
einer Ellipse oder Hyperbel mit dem Centnim bewegen. — 
Eine solche Curve, auf welcher X sich wegen 237. bewegen muss, 
lässt sich nämlich durch die Anziehung A* im Abstände Eins, durch 
die Geschwindigkeit v und die Bewegungsrichlung in einem Punkte 
der Bahn bestimmen. Dieser Punkt giebt die Lage und Grösse a' 
eines Halbmessers, die gegebene Richtung giebt die Lage des con- 
jugirteu Durchmessers, und aus den letzten Gleichungen 237. leitet 
man zur Bestimmung der Länge b' des conjugirten Halbmessers 
die Gleichung s^a = + ■*' her, 

239. In den verschiedenen hier untersuchten Fällen der 
Centralbewegung konnte man durch Einführung von Ausdrücken 
der Sectorareale (siehe Abschnitt X.) in die Formel (l) 232. 
eine genauere Bestimmung der Bewegung erhalten. In dieser Be- 
ziehung werden wir uns jüdoch auf den Fall beschränken, wo der 
bewegliche Punkt Ä sich auf einer Ellipse bewegt und vom Centruni 
angezogen wird. 

Construiren wir in diesem Falle einen Kreis über einer Achse 
J^A = 2a der Ellipse als Durchmesser, so kann man dem beweglichen 
Punkte Ä den auf derselben Seite der Achse heündlichen Punkt Ä' 
des Kreises, welcher dieselbe Projection X" auf der Achse hat 
wie X, entsprechen lassen {170,9). Dann ist der Ellipsensector 
AOX (^=8) dem Kreissector AOX' mit - multiplicu-t gleich. Man 
erhält aus 232. (l), indem man die Zeit t von dem Augenblicke 
an rechnet, in welchem X den Scheitel A passirt, dass der Bogen: 

AX' = ~ ^a-y^.i, 

weil Sector AOX' = ^ a . AX' und k = ab Y^ ist (237). 
Der Punkt X' wird sich also mit der constanlen Geschwindigkeit 
ß Y^ ^^^ dem Kreise bewegen. 
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Aus der dadurch ^p^ebencn jn'schiulnilipn Dai Stellung der 
Bewegung des Punktes A auf dei Ellipse kann man die folgenden 
Ausdrücke herleiten. Die Umlaufszeit T ist dieselbe wie für den 
Punkt ä' auf dem Kreise Also ist 

Die Projection X" der Punkte Ä und X' auf die Achse A^A 
wird im Augenblicke ( durch 

OT'^acoaiYT.i) (2) 

bestimmt, weil -^ A OX' = ™ = Yl . t ist. Dadurch Ist die 
Bewegung dieser Projection bestimmt. Ihre Geschwindigkeit v" ist 
die Projection der Geschwindigkeit des Punktes X', also 

y" = — ö V^sin iyT.t), (3) 

wo das Vorzeichen so gewählt ist, das v" positiv oder negativ 
wird, je nachdem OX" wächst oder abnimmt. 

Diese Formeln (l)— (s) sind von der Grösse der Achse b 

unabhängig. Sie behalten also ihre Gültigkeit für & = 0, das 

beist; wenn der Punkt sich auf einer Geraden — die durch 
das Kraftcentrum geben muss -— bewegt. 
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